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		Методические указания по выполнению практических работ адресованы  студентам очнойформы обучения.
	Методические указания включают в себя учебную цель, перечень образовательных результатов, задачи, обеспеченность занятия, краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме, задания для практической работы студентов и инструкцию по ее выполнению, методику анализа полученных результатов, порядок и образец отчета о проделанной работе.
	Методические указания созданы в помощь для работы на занятиях, подготовки к практическим работам, правильного составления отчетов.
	Приступая к выполнению практической работы,  необходимо внимательно прочитать цель и задачи занятия, краткими теоретическими сведениями и учебно-методическими материалами по теме практической работы, подобрать материал согласно теме занятия, сделать по нему презентацию и подготовить доклад.
	Все задания к практической работе необходимо выполнять в соответствии с инструкцией, анализировать полученные в ходе занятия результаты по приведенной методике.
	Отчетом о выполненной  практической работе являются презентация и доклад.
Наличие положительной оценки по практическим работамнеобходимо для получения зачета по дисциплине, поэтому в случае отсутствия на уроке по любой причине или получения неудовлетворительной оценки за практическую работунеобходимо найти время для ее выполнения или пересдачи.

Правила выполнения практических  работ

	1. Студент должен прийти на практическое занятие подготовленным к выполнению практической работы.
	2. После проведения практической работы студент должен представить отчет о проделанной работе.
	3. Отчет о проделанной работе следует выполнять в журнале практических работ на листах формата А4 с одной стороны листа.

Оценку по практической работе студент получает, если:
- студентом работа выполнена в полном объеме;
- студент может пояснить выполнение любого этапа работы;
- отчет выполнен в соответствии с требованиями к выполнению
работы;
- студент отвечает на контрольные вопросы на удовлетворительную
оценку и выше.
	Зачет по выполнению практических работ студент получает при условии выполнения всех предусмотренных программой практических работ после сдачи журнала с отчетами по работам и оценкам.

Внимание!Если в процессе подготовки к практическим работам или при решении задач возникают вопросы, разрешить которые самостоятельно не удается, необходимо обратиться к преподавателю для получения разъяснений или указаний в дни проведения дополнительных занятий. 

Обеспеченность занятий:
1. Учебно-методическая литература:
- ФГОС СПО по специальности 09.02.07 «Информационные системы и программирование», 2016;
- Кочетков Е.С. Теория вероятностей и математическая статистика : учебник / Е.С. Кочетков, С.О. Смерчинская, В.В. Соколов. — 2-е изд., перераб. и доп. — М. : ФОРУМ : ИНФРА-М, 2017. — 240 с. — (Среднее профессиональное образование) ISBN 5-8199-0084-7 (ФОРУМ), ISBN 5-16-001452-7 (ИНФРА-М).
-Спирина М.С., Спирин П.А. Теория вероятностей и математическая статистика: учебник для студ. Учреждений сред. проф.образования –М.: ИЦ «Академия», 2016.-352 с.


2. Технические средства обучения:
 -        Калькулятор инженерный.



Порядок выполнения отчета по практической работе

1. Ознакомиться с теоретическим материалом по практической работе.
2. Выполнить предложенное задание согласно варианту по списку 
группы.
3. Продемонстрировать результаты выполнения предложенных заданий 
преподавателю.
4. Составить по практической работе отчет.
5. Ответить на контрольные вопросы.




Практическая работа № 1 

«Решение задач  с применением элементов комбинаторики»

Учебная цель:  научиться решатьпростейшие комбинаторные задачи.

Образовательные результаты, заявленные в ФГОС:

Студент должен 
уметь:
- вычислять вероятности событий с  использованием элементов комбинаторики;
знать:
- основы теории вероятностей и математической статистики;

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 

 При решении ряда теоретических и практических задач требуется из конечного множества элементов по заданным правилам составлять различные комбинации и производить подсчет числа всех возможных таких комбинаций. Такие задачи принято называть комбинаторными, а раздел математики, занимающийся их решением, называется комбинаторикой. Комбинаторика широко применяется в теории вероятностей, теории массового обслуживания, теории управляющих систем и вычислительных машин и других разделах науки и техники. Основными элементами комбинаторики являются размещения, перестановки, сочетания.



Пусть дано множество, состоящее из n элементов. Размещением из n элементов по т элементов называется упорядоченное множество, содержащее m различных элементов  данного множества.  Из определения вытекает, что  размещения из n элементов по m  элементов - это все m –элементные подмножества, отличающиеся составом элементов или порядком их следования. Число всех возможных размещений из n элементов по m  элементов  обозначают  и вычисляют по формуле  



      или       (1)



Здесь     и         .  Условимся  считать  0! = 1, поэтому         

Перестановкой из n элементов называется размещение из п элементов по nэлементов.  Так как каждая перестановка содержит все п элементов множества, то различные перестановки отличаются друг от друга только порядком следования элементов.  Число всех возможных перестановок из п элементов обозначают . Из определения перестановок следует


,   т.е    (2)       

Сочетанием из п элементов по т элементов называется любое подмножество, которое содержит т различных элементов данного множества. Следовательно, сочетания из п элементов по т элементов - это все т - элементные подмножества п - элементного множества, причем различными подмножествами считаются только те, которые имеют неодинаковый состав элементов. Подмножества, отличающиеся друг от друга лишь порядком следования элементов, не считаются различными.

        Число всех возможных сочетаний из п элементов по т элементов обозначают  и вычисляют по формуле 

                      (3)

                                                (4)
Примеры по выполнению практической работы

Пример 1.В группе из 30 учащихся нужно выбрать комсорга, профорга, физорга. Сколькими способами это можно сделать, если каждый из 30 учащихся комсомолец, член профсоюза и спортсмен?




Решение:  искомое число способов равно числу размещений из 30 элементов по 3 элемента, т.е. . Положив по формуле (1)  , , получаем . 
Ответ: 24360 способов.
Пример 2.  Сколькими способами можно расставлять на одной полке шесть различных книг? 
Решение:Искомое число способов равно числу перестановок из 6 элементов, т.е. 

.
Ответ: 720 способов расстановки.

Пример 3.В бригаде из 25 человек нужно выделить четырех для работы на определенном участке. Сколькими способами это можно сделать?


Решение:  т.к. порядок выбранных четырех человек не имеет значения, то это можно сделать способами. По формуле (4) находим  
Ответ: 12650 способов.

Задания для практического занятия:

Вариант 1
1.  Сколькими способами можно выбрать 4 детали из ящика, в котором
 12 деталей?
2.  Сколько можно изготовить различных трёхцветных флажков, если
использовать    следующие цвета: белый, синий, красный, жёлтый, чёрный, 
зелёный?
3. Сколько пятизначных чисел можно составить  из цифр 2, 3, 4, 5,6?
4. В вазе 5 красных и 7 белых роз. Сколькими способами можно составить букет из 5 роз, если в нем должно быть две красных и три белых розы?

5. Решить уравнение:   

6.Вычислить:   

Вариант 2
1.Сколькими способами можно увезти со склада 10 ящиков на двух 
машинах, если на каждую из машин грузят по 5 ящиков?
2. Из восьми цифр 1,2,3,4,5,6,7,8 нужно составить четырехзначный код. Сколько вариантов кода существует, если повторения цифр в нем быть не должно?
3.  В школе четыре выпускных класса. Сколько способов
 распределения экзаменаторов существует для проведения экзамена по химии, если на одном экзамене присутствует только один экзаменатор?
4. В вазе 5 апельсинов и 8 яблок.  Сколькими способами можно выбрать 6 фруктов, чтобы среди них было 3 апельсина?

5.Решить уравнение:   .

6.Вычислить:   .

Вариант 3
1. Группа из 28 студентов обменялась фотокарточками. Сколько фотокарточек было роздано?
2. Для участия группы, в составе 30 человек в спортивных состязаниях нужно выбрать команду из 4-х человек. Сколькими способами можно выбрать участников состязания?
3. Сколькими способами можно составить список из 8-ми человек?
4. В ящике с детскими кубиками 8 зеленых и 5 красных кубиков. Сколько способов выбора 7 кубиков существует, если среди них должно быть 5 зеленых кубиков?

        5.Решить уравнение:   .

        6.Вычислить:   .

   Вариант 4
1. Сколько аккордов можно составить на 10-ти клавишах рояля, если 
каждый аккорд содержит три звука?
2. На коллектив из 25-ти человек выделено три путевки: в санаторий, в 
дом отдыха и на турбазу. Сколько способов распределения путевок существует?
3. Сколькими способами можно рассадить 7 человек на 7-ми стульях?
        4. На столе лежит стопка карт, в которой 10 карт черной масти и 8 карт – красной. Сколькими способами можно выбрать  8 карт, чтобы  среди них было 5 карт черной масти?

5.Решить уравнение:   .

6.Вычислить: .

Контрольные вопросы

        1. Какие задачи называются комбинаторными?
        2. Какие основные элементы комбинаторики вы знаете? Дайте их 
определения и перечислите формулы для их вычисления.







Практическая работа № 2 

 «Вычисление вероятностей событий по классической формуле определения вероятности»

Учебная цель:  научиться вычислять вероятности случайных событий с использованием классической формулы вероятности события.

Образовательные результаты, заявленные в ФГОС:

Студент должен 
уметь:
- вычислять вероятности событий с  использованием элементов комбинаторики;
знать:
- основы теории вероятностей и математической статистики.


Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 
События, явления могут быть достоверными, невозможными и случайными. Те события, которые  обязательно  произойдут при осуществлении  определённой  совокупности  условий  (которую будем  называть опытом или испытанием), называют достоверными  и обозначаютU. Событие, которое заведомо не произойдет, если будет осуществлена определенная совокупность  условий, называют невозможным  и обозначают V .  События, которые при испытании могут произойти, а могут  и не произойти, называют случайными  и обозначают  -    А, В, С. 
        Случайные события называются несовместными, если каждый раз возможно появление только одного из них.     События называются совместными, если  в данных условиях появление одного из них не исключает появление другого при том же испытании. События называются противоположными, если в условиях испытания они, являясь единственными его исходами, несовместны.	Случайные события бываютэлементарные и составные. Множество всех элементарных событий, связанных с некоторым опытом, называетсяпространством элементарных событий (U).Каждое событие определяется  как подмножество во множестве элементарных событийA. При этом  те элементарные события из  U, при которых  событие  А  наступает (т.е. принадлежит подмножеству А), называютсяблагоприятствующимисобытию А.       









	Пусть  - случайное событие, связанное с некоторым опытом. Повторим опыт  раз в одних и тех же условиях и пусть при этом событие  появилось  раз. Отношение  числа  опытов, в которых событие   появилось, к общему числу  проведённых опытов называется частотой события.

Постоянная величина р, к которой все более приближается частота событий А при достаточно большом повторении опыта, называется вероятностью события А и обозначается .


	Рассмотрим конечное пространство элементарных событий,  где  - попарно несовместные и равновозможные элементарные события. Пусть некоторому событию А благоприятствуют т из п элементарных событий пространства U. 
Вероятностьюсобытияр(А)  называется отношение числа т элементарных событий, благоприятствующих событию А, к общему числу п равновозможных элементарных событий:            

                                                       (1)
Из определения вероятности вытекают следующие её свойства:

1. Вероятность любого события  ; 


2. Вероятность достоверного события , так как ;   


3. Вероятность невозможного события  так как 

Примеры по выполнению практической работы
Пример 1.В урне 3 белых и 9 черных шаров. Из урны наугад вынимают один шар. Какова вероятность того, что вынутый шар окажется черным (событие А)?

Решение:  Имеем п = 12, т = 9, и поэтому  
Пример 2. Подбрасывают две игральные кости. Найти вероятность того, что на них в сумме выпадает 6 очков (событие А).

Решение:При подбрасывании двух игральных костей общее число равновозможных элементарных исходов равно числу паргде х и у принимают значения 1, 2, 3, 4, 5, 6:






т.е. . Событию А благоприятствуют пять пар: , т.е. .  Следовательно, искомая вероятность  






Пример 3. В урне  белых и  чёрных шаров. Из урны наугад вынимают  шаров. Найти вероятность того, что среди них будет  белых, а следовательно,  чёрных .












Решение:  Число элементарных событий . Подсчитаем число элементарных событий, благоприятствующих интересующему нас событию  среди  взятых шаров будет  белых и  чёрных. Очевидно, что число способов, которыми можно выбрать  белых шаров из , равно, а число способов, которыми можно к ним  «довыбрать»  чёрных шаров, равно . Каждая комбинация белых шаров может сочетаться с каждой комбинацией чёрных, поэтому . Следовательно,   .

Задания для практического занятия:
Вариант 1
1. Из вазы, в которой находится 5 яблок и 3 персика, выпад одинфрукт. Найти
вероятность  того, что это был персик;
2. В коробке 6 одинаковых, занумерованных кубиков. Наудачу по одному
извлекают все кубики. Найти вероятность того, что номера извлеченных кубиков появятся в нарастающем  порядке;
3. В ящике имеется 15 деталей, среди которых имеется 10окрашенных. Сборщик 
наудачу извлекает три детали. Какова вероятность того, что извлеченные детали будут окрашенные;
4. В цехе работает шесть мужчин и четыре женщины. По табельным номерам
наудачу отобраны семь человек. Найти вероятность того, что среди отобранных лиц будут три женщины;

Вариант 2 
1. Из корзины, в которой находятся 5 красных и3 синих мяча, вынимают наудачу
один мяч.  Найти вероятность того, что мяч окажется красным;
2. В пачке 20 перфокарт, помеченных номерами 101, 102, 103, … 120 и 
произвольно расположенных. Перфораторщица  наудачу вынимает две перфокарты. Найти вероятность того, что извлеченные перфокарты будут с номерами 101 и 120.
3. В коробке находится 15 конфет «Мишка на Севере»  и 12 батончиков. Наудачу
вынимаются 4 конфеты. Найти вероятность  того, что это будут батончики;
4.  На складе имеется 15 кинескопов, причем  10 из них изготовленыЛьвовским
заводом.  Найти вероятность, что среди  5  взятых наудачу  кинескопов окажется   3 кинескопа Львовского завода;

Вариант 3
1. Из упаковки, в которой находится 7 белых и 5 черных кубиков, вынимают один
кубик. Найти вероятность того, что это будет черный кубик; 
2. Найти вероятность  того, что при одновременном бросании трех игральных
 костей на всех трех выпадет по два очка;
3. В коробке находится 12 апельсинов и 10 яблок. Из коробки случайным образом
выбрали 5 фруктов. Найти вероятность того, что выбрали апельсины;
4. В группе 12 студентов, среди которых 8 отличников. По спискунаудачу
отобраны 9 студентов. Найти вероятность того, что  среди отобранных студентов 5 отличников;

Вариант 4
          1. Из ящика, в котором 10стандартных и 4 бракованных деталей, наудачу вынимают одну деталь. Найти вероятность того, что, что деталь окажется стандартной;
          2. Имеется 3 стопки карточек.  Каждая из них содержит по  10 пронумерованных от одного до десяти  и перемешанных между собой  карточек.  Из каждой стопки наудачу извлекается по одной карточке. Найти вероятность того, что карточки   появятся в убывающем порядке;
           3. В коробке 25 деталей, из которых 3 бракованных. Найти вероятность того, что  8 извлеченных наугад деталей будут без брака;
          4. На книжной полке произвольным образом расположено 14 книг, среди которых 9 из серии «Детектив». Найти вероятность того, что среди 8 взятых наугад книг будет 3детектива;


Контрольные вопросы

1.  Дайте определение случайного события, элементарного события, 
достоверного и       невозможного события. Самостоятельно придумайте примеры элементарных, достоверных и невозможных событий.
2. Какие случайные события называются совместными и какие 
несовместными?  Самостоятельно придумайте примеры совместных и 
несовместных событий.
3. Какие случайные события называются равновозможными? 
Приведите примеры равновозможных случайных событий.
4.   Дайте классическое  определение вероятности события. Какими
свойствами обладает вероятность?



































Практическая работа №  3

 «Вычисление вероятностей событий с помощью теорем умножения и сложения вероятностей»

Учебная цель:  научиться вычислять вероятности событий с помощью теорем умножения и сложения вероятностей

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 

Операции над событиями

Суммой или объединением двух событий  А и  В называется событие С, состоящее в наступлении хотя бы одного из событий А или В. Символически это записывают так:.


Произведением или пересечением двух событий А и  В называется событие С, состоящее в одновременном наступлении А и В. Символически произведение записывают так: С=АВ   или   .Если А и В — несовместные события, то  , т. е. их пересечение пусто (невозможное событие).


 Два случайных события называются противоположными, если одно из них происходит в том и только в том случае, когда не происходит другое.  Событие, противоположное событию А, обозначают через  (читают «не А»). Противоположные события образуют полную систему попарно несовместных событий, т. е. .

Теоремы умножения вероятностей
Произведение двух событий состоит из тех элементарных событий, которые благоприятствуют и первому, и второму событию, то есть принадлежат их пересечениюАВ = А ∩ В. Вероятность произведения событий зависит от того, являются ли эти события зависимыми илинезависимыми. События А и В называются независимыми, если вероятность каждого из них не зависит от того, произошло или нет другое событие. Вероятности независимых событий А и В называются безусловными; и вероятность произведения таких событий равна произведению их вероятностей 

Р(АВ) = Р(А) Р(В)   (1)

(4.1) 
Вероятность совместного появления нескольких независимых событий в совокупности равна произведению вероятностей этих: 
P(A1  А2  .. Аn) = P(A1) Р(А2)  …· Р(Аn)    (1.1)

События А и В зависимые, если вероятность одного из событий зависит от появления или непоявления другого. Вероятность события В, вычисленная в предположении, что А уже осуществилось, называется условной вероятностью и обозначается РА(В). 
 Вероятность произведения двух зависимых событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого:

Р(АВ) = Р(А)РА(В)   или      Р(АВ) = Р(В)РВ(А).              (2)

Вероятность совместного появления нескольких зависимых событий (произведения событий) равна произведению вероятности одного из них на условные вероятности всех остальных, причем вероятность каждого последующего события вычисляется в предположении, что предыдущие события уже произошли (теорема умножения вероятностей для зависимых событий): 

Р(А1А2  ..... Аn) = P(A1)PA1 (A2)РА1А2 (А3) ..... PA1А2  .... An-1 (An)       (2.1)

Теорема сложения вероятностей
   В общем случае вероятность суммы двух событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного наступления и определяется по формуле:

                                (3)
 Очевидно, что если события несовместны, то вероятность их совместного наступления равна нулю. Поэтому для двух несовместных событий вероятность их суммы равна сумме вероятностей этих событий:
Р(А + В) = Р(А) + Р(В)                                       (4) 
Вероятность появления одного из нескольких попарно несовместных событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий: 
Р(А1 + А2+.... +Аn) = Р(А1) + Р(А2) + ... + Р(Аn)   (4.1)
Формулы для определения вероятности суммы большего числа совместных событий достаточно громоздки.  Если число событий возрастает, то часто бывает удобнее использовать вероятность противоположных событий. В самом деле, событие, состоящее в том, что наступит хотя бы одно из нескольких элементарных событий, противоположно событию - «не наступит ни одно из них», поэтому можно использовать формулу: 

Р(А1 + А2 + ... + Аn) = 1- Р(Ā1  Ā2 …  Ān)   (5)

Примеры по выполнению практической работы
Пример 1. Имеется три ящика, содержащих по 10 деталей, причем в первом ящике- 8, во втором – 7 и в третьем – 9 стандартных деталей. Из каждого ящика наудачу вынимают по одной детали.  Найти вероятность того, что все три вынутые детали будут стандартные.



Решение: вероятность того, что из первого ящика вынута стандартная деталь (событие А) равна . Вероятность того, что из второго ящика вынута стандартная деталь (событие  В) равна  .Вероятность того, что из третьего ящика вынута стандартная деталь (событие С) равна .Событие «все три вынутые детали будут стандартные» -есть произведение событий А, В,С.  Т.к. события А, В, С – попарно независимы , то по теореме умножения вероятностей для независимых событий имеем:

.

Пример 2. В вазе лежит 3 шоколадных и 7 вафельных конфет. Наудачуберется одна конфета, затем другая. Найти вероятность того, что первая конфета была шоколадной, а вторая – вафельной?



Решение: вероятность того, что первая конфета -шоколадная (событие А) .Вероятность того, что  вторая конфета – вафельная, вычисленная в предположении, что первая конфета была шоколадной,  т.е. условная вероятность равна   . Т.е. по теореме умножения для зависимых событий имеем: Р(АВ) = Р(А)РА(В) =
Пример 3.  В урне 5 белых, 4 черных и 3 синих шара.  Каждое испытание состоит в том, что наудачу извлекают один шар, не возвращая его обратно. Найти вероятность того, что при первом испытании извлечен белый шар (событие А), при втором -  черный шар (событие В), при третьем – синий (событие С)?



Решение: Вероятность появления белого шара в первом испытании равна.Вероятность появления черного шара во втором испытании, вычисленная в предположении, что при первом испытании вынут белый шар, т.е. условная вероятность равна. Вероятность появления синего шара в третьем испытании, вычисленная в предположении, что при первом испытании вынут белый шар, а при втором – черный, т.е. условная вероятность равна  .Окончательно имеем:

Р(АВС) = Р(А)РА(В)РАВ(С)=
Пример 4.  На стеллаже в библиотеке в случайном порядке расставлены 15 учебников, причем пять из них в переплете. Библиотекарь наудачу берет три учебника. Найти вероятность того, что хотя бы один из взятых учебников будет в переплете (событие А).
Решение: событие  А  -  «хотя бы один из взятых учебников будет в переплете» будут осуществлено,  если произойдет любое из трех несовместных событий: В – «один учебник в переплете», С- «два учебника в переплете» , В - «три учебника в переплете».  Т.е.  событие А=В+С+D. Тогда по теореме сложения вероятностей для несовместных событий имеем:

. Вычислим отдельно вероятности событий В, С, D:



.

Используя эти результаты, получим:.

Пример 5. Вероятность попадания в цель при стрельбе из трех орудий таковы:  Найти вероятность хотя бы одного попадания (событие А) при одном залпе из всех  орудий.
Решение:вероятность попадания в цель каждым из орудий не зависит от  результатов стрельбы из других орудий, поэтому рассматриваемые события А1 (попадание первого орудия), А2 (попадание второго орудия), А3 (попадание третьего орудия) – независимы в совокупности.

    Вероятности событий, противоположных событиям А1, А2, А3 (т.е. вероятности промахов) соответственно равны    

Тогда искомая вероятность.

Задания для практического занятия:
Вариант 1
1.  В ящике 10 деталей, среди  которых четыре  окрашены. Сборщик наудачу берет три детали. Найти вероятность того, что хотя бы одна из них окрашена;
2.  Во время учебных маневров два танка пытаются прорваться в расположение противотанковой батареи  «противника». Какова вероятность того, что будет подбит  хотябы один танк, если вероятность того, что будет подбит один  танк  равна 2/3, а два танка 2/5?
3.  Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность попадания в мишеньпри одном выстреле для первого стрелка равна 0,7, для второго – 0,8. Найтивероятность того, что  при одном залпе в мишень  попадет только один из стрелков. 
4.   В корзине 4 яблока, 3 лимона и 6 персиков.  Каждое испытание состоит в том,  что из    корзины случайным образом падает один фрукт. Найти вероятность того, что из корзины при первом испытании выпадет яблоко, при втором – лимон, при третьем – персик.
5.  В двух ящиках находятся детали: в первом -  12 (из 4 стандартных), во втором -10 (из них  7 стандартных). Из каждого ящика наудачу вынимают по одной детали. Найти вероятность того, что они обе будут стандартными. 
Вариант 2
1.   На полке в случайном порядке расставлено  семь учебников, причем четыре из них -  по математике. Студент наудачу берет два из них. Найти вероятность того, что хотя бы один из них – по математике.
2.   Электронный прибор состоит из двух последовательно включенных  блоков.  Вероятность выхода из строя  за 1 месяц работы первого блока равна  1/3,   второго  -1/4,  а обоих – 1/6. Найдите вероятность бесперебойной работы прибора в течение месяца.  
3.  Для сигнализации об аварии установлены два независимо 
работающих сигнализатора.  Вероятность того, что при аварии сигнализаторсработает, равна 0,95 для первого сигнализатора и 0,9 для второго. Найтивероятность того, что  при аварии сработает только один сигнализатор.
4.  В ящике 4 белых, 7 синих и 3 красных мяча. Каждое испытание состоит в том,  что из       ящика случайным образом выкатывается один мяч. Найти вероятность того, что из ящика  при первом испытании выкатится  синий мяч, при втором – красный, а при третьем – белый;
5.   В первой вазе находится 5 красных и 3 белых гвоздики, во второй– 4 красных и 8 белых гвоздики. Из каждой вазы наудачу берут по одной гвоздике.  Какова вероятность того, что будут выбраны красные гвоздики.  
Вариант 3
1.   Из урны, содержащей 10 белых, 8 черных и 1 оранжевых шаров, наугад извлекают три шара. Найти вероятность того, что это будут шары одного цвета.
2.   На тактических занятиях зенитная батарея стреляет по двум беспилотным самолетам. Найти вероятность того, что самолеты не будут сбиты, если вероятность сбить один самолет равна  1/2 ,  а два самолета – 1/8; 
3.   Отдел технического контроля  проверяет изделия на стандартность. Вероятность того, что изделие стандартное, равна 0,9. Найти вероятность того, что из двух проверенных изделий только одно стандартное;
4.  В коробке находится 6 синих, 4 красных и 6 зеленых флажков. Каждое испытание состоит в том,  что из корзины случайным образом выбирается один флажок. Найти вероятность того, что при первом испытании будет выбран зеленый флажок, при втором – красный, а при третьем – синий;
5.  В двух ящиках находятся детали: в первом 10 деталей (из них 7 окрашенных), во втором- 8 деталей (из них 5 окрашенных). Из каждого ящика наудачу выбирают по одной детали. Какова вероятность того, что обе будут окрашенные.

Вариант 4
1.  В ящике  12 деталей, среди них  9 стандартных. Найти вероятностьтого, что  среди наудачу извлеченных   2-х деталей  окажется не более одной нестандартной детали.
2.  Из чисел 1, 2,3,4…100  выбирают число. Найти вероятность того, что выбранное число делится хотя бы на одно из чисел: 4 и 6.
3.   Вероятность того, что при измерении некоторой физической величины будет допущена ошибка, превышающая некоторую заданную точность, равна 0,4. Произведено два независимых измерения. Найти вероятность того, что только в одном из них  допущенная ошибка превысит заданную точность.
4.   На полке вперемежку расставлено  4 учебника по геометрии, 5 учебников по географии и 3 учебника по астрономии.  Каждое испытание состоит в том,  что библиотекарь случайным образом выбирает один учебник. Найти вероятность того, что при первом испытании будет выбран учебник по астрономии, при втором – по геометрии, а в третьем – по географии;
5.   В студии телевидения 3 телевизионных камеры. Для каждой из них вероятность того, что она включена в данный момент равна 0,6. Найти вероятность того, что в данный момент ни одна из них не включена.

Контрольные вопросы
1. Что понимают под суммой нескольких событий?
2.  Что понимают под произведением нескольких событий?
3. Какие события называются независимыми?
4. Какие случайные события называются зависимыми?
5. Чему равна вероятность совместного появления двух независимых событий?
6. Чему равна вероятность совместного появления двух зависимых событий?
7. Чему равна вероятность суммы двух, трех или нескольких случайных событий? От чего зависит формула вероятности суммы случайных событий?
8. Чему равна вероятность произведения двух, трех или нескольких случайных событий? От чего зависит формула вероятности произведения случайных событий?
9. Дайте определение условной вероятности случайного события. Вероятности каких случайных событий можно вычислить по этой формуле?

Практическая работа № 4  
 «Вычисление вероятностей событий по формуле  полной вероятности и формуле Байеса»

Учебная цель:  научиться вычислять вероятности событий используя формулу полной вероятности.

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 

Формула полной вероятности часто используется на практике в задачах экономического анализа и в научно-исследовательских работах.
Пусть имеются события Н1, Н2,…, Нn , образующие полную группу, и известны вероятности Р(Н1), Р(Н2),…, Р(Нn) ,  этих событий, причем  в силу их несовместности, имеем:
                                              (1)
Будем называть эти события гипотезами, если некоторое событие А может произойти или нет лишь вместе с одним из этих событий, и при этом известны условные вероятности наступления события А совместно с каждой из гипотез:


В этом случае следует вычислять вероятность наступления события A  по формуле полной вероятности:


Вероятность наступления событияА равна сумме произведений вероятностей каждой из гипотез на соответствующие условные вероятности события А при условии наступления соответствующей гипотезы.
По формуле полной вероятностиможно вычислять, например, вероятность попадания на сборку стандартной детали из общей партии деталей, изготовленных на нескольких станках, если для каждого станка известны его доля в общем выпуске деталей и процент стандартных деталей в общем числе выпускаемых деталей, а также другие аналогичные задачи.
Современные методы управления различными процессами в экономике, экологии, медицине и других областях науки и производства непременно используют анализ окружающей действительности посредством математических методов, к которым относятся и вероятностные методы. Имея предварительные, априорные значения вероятностей интересующих исследователя событий, он проводит опыт или отбор данных из источников информации, таких как выборки, отчеты и т.д., получая при этом дополнительную информацию об интересующем его событии.Имея эту новую информацию, можно уточнить, пересчитать значения априорных вероятностей. Новые значения вероятностей для тех же интересующих нас событии будут уже апостериорными (послеопытными) вероятностями. Теорема Байеса дает нам правило для вычисления таких вероятностей.

Если событие А может наступить только вместе с одной из гипотез , образующих полную группу событий, и известны априорные вероятности каждой гипотезы и условные вероятности наступления события   А совместно с каждой из гипотез:  , то, проведя опыт или эксперимент, можно восстановить апостериорные вероятности гипотез, при условии, что события А произошло.
Для определения   апостериорных   условных   вероятностей гипотез используется формула Байеса: 


где  вычисляется по формуле полной вероятности.
По формуле Байеса вычисляется вероятность наступления i-той гипотезы, если событие А уже произошло: вероятность гипотезы после испытания равна произведению вероятности гипотезы до испытания на отвечающую ей условную вероятность события А, которое произошло при испытании, деленному на полную вероятность этого события А.
В настоящее время формулы Байеса находят широкое применение при решении проблем управления, связанных с принятием административных решений, когда приходится сталкиваться  с недостаточной информацией о закономерностях в экономике и промышленности. По мере накопление дополнительной  информации производится корректировка решений.  Например, одной из таких  проблем  является принятие окончательного решения при входном контроле партии деталей. При этом возможны следующие варианты решений:
1) принять всю партию, запустив ее в производство;
2) проконтролировать каждое изделие в партии, заменяя или исправляя при этом дефектные изделия;
3) забраковать всю партию.
Использование формул Байеса позволяет принять наилучшее решение.

Примеры по выполнению практической работы
Пример 1.Вероятность того, что клиент банка не вернет заем в период экономического роста, равна 0,04, а в период экономического кризиса — 0,13. Предположим, что вероятность того, что начнется период экономического роста, равна 0,65. Чему равна вероятность того, что случайно выбранный клиент банка не вернет полученный кредит?












Решение:  обозначимА — событие, состоящее в том, что клиент банка не вернет полученный кредит. Это может произойти совместно с одной из заданных гипотез:      Н— экономический рост;     Н — экономический кризис. По условию задачи:    P(Н) = 0,65;      Р(Н) = 0,35;   PН(A) = 0,04;        РН(A) = 0,13.Используем формулу полной вероятности: Р(А) = Р(Н)P Н(A) + Р(Н) Р Н(A) = 0,65 • 0,04 + 0,35 • 0,13 = 0,0715.
Пример 2.  В учебном пособии по физике имеется 45 задач к первому разделу, 30 задач ко второму и 35 задач к третьему разделу дисциплины. Шансы студента правильно решить задачу из первого раздела оцениваются в 80%, из второго — в 65 %, из третьего — 85%. Студент наудачу открывает пособие. Определите вероятность, что он решит случайно выбранную задачу.
Решение: обозначим А — событие, состоящее в том, что студент решит случайно выбранную задачу. Это может произойти совместно с одной из следующих гипотез:








H- задача из первого раздела;  H- задача из второго раздела;  H- задача из третьего раздела.  Определим вероятности гипотез:P (H) =  = ≈ 0,409;   P (H) =  =














= ≈ 0,273;   P (H) =  =  ≈ 0,318. Запишем условные вероятности:  PН (A) = 0,8;               Р Н (A) = 0,65;   Р H(A) = 0,85.Для вычисления вероятности того, что студент решит задачу, используем формулу полной вероятности:    Р(А)=Р(Н)PН(A)+Р(Н)РН(A)+Р(Н)РH(A)= 0,409 • 0,8+ 0,273 • 0,65++0,318 • 0,85 = 0,77495
           Пример 3.   На химическом заводе установлена система аварийной сигнализации. Когда возникает аварийная ситуация, звуковой сигнал срабатывает с вероятностью 0,950. Звуковой сигнал может сработать случайно и без аварийной ситуации с  вероятностью 0,02. Реальная вероятность аварийной ситуации равна 0,004. Предположим, что звуковой сигнал сработал. Чему равна вероятность реальной аварийной ситуации?


Решение: обозначим   событие А — звуковой сигнал сработал;    Н1 — гипотеза, состоящая в том, что авария произошла,  Н2 — гипотеза, состоящая в том, что аварии нет.По условию задачи: Р(Н1) = 0,004; Р(Н2) = 1- 0,004 = 0,996;  
По формуле полной вероятности рассчитаем вероятность события А:
Р(А) = 0,004 • 0,95 + 0,996 • 0,02 = 0,02372.
Определим вероятность реальной аварийной ситуации, если звуковой сигнал прозвучал РА(Н1) по формуле Байеса:


           Пример 4. Два автомата производят одинаковые детали, которые поступают на общий конвейер. Производительность первого автомата вдвое больше производительности второго. Первый автомат производит в среднем 60% деталей отличного качества, а второй - 84%. Наудачу взятая с конвейера деталь оказалась отличного качества. Найти вероятность того, что эта деталь произведена первым автоматом. 
Решение: обозначим через А событие - деталь отличного качества. Можно сделать два предположения (гипотезы): B1- деталь произведена первым автоматом, причем (поскольку первый автомат производит вдвое больше деталей, чем второй) P(B1) = 2/3; В2 - деталь произведена вторым автоматом, причем P(B2) = 1/3. Условная вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она произведена первым автоматом, PB1(A) = 0,6. Условная вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она произведена вторым автоматом, PB2(A) = 0,84. Вероятность того, что наудачу взятая деталь окажется отличного качества, по формуле полной вероятности равна 


        Р(А) = Р (В1) РB1(А) + Р(В2) Рв2(А) =  0,6 +0,84 = 0,68.
Искомая вероятность того, что взятая отличная деталь произведена первым автоматом, по формуле Бейеса равна



Задания для практического занятия:
Вариант 1
1. Известно, что 5% всех мужчин и 0,25% всех женщин страдают дальтонизмом.  Найти вероятность того, что наугад выбранное лицо страдает дальтонизмом;   
2.  На сборку  поступают детали с трех автоматов. Первый дает в среднем 0,2 % брака, второй – 0,1 % брака, продукция, поступающая с третьего автомата, не содержит бракованных изделий. На сборку поступило 2000 изделий с первого автомата, 3000 деталей со второго автомата и 5000 изделий с третьего автомата. 1) Найти вероятность того, что деталь, наугад выбранная из всех деталей,  будет бракованной, 2)Деталь, выбранная наугад из данных деталей, оказалась не бракованной, какова вероятность того, что она  поступила с первого автомата?
3.  Из первой урны, содержащей 8 белых и 4 черных шара, наугад переложили один шар во вторую урну, содержащую 2  белых и 3 черных шара. Затем из второй урны наугад извлекли один шар.  1)  Какова вероятность того, что извлеченный из второй урны шар оказался белым? 2)Шар, извлеченный из второй урны,  оказался белым.  Вычислить вероятность того, что из первой урны во вторую  был переложен белый шар.
4. В каждой из трех урн  содержится 6 черных и 4 белых шара. Из первой урны наудачу извлечен один шар и переложен во вторую урну, после чего из второй урны наудачу извлечен один шар и переложен в третью урну. Найти вероятность того, что шар, наудачу извлеченный из третьей урны, окажется белым.
5.  Курортная гостиница планирует наплыв отдыхающих в течение летнего времени и проводит бронирование номеров. Поскольку в этом виде бизнеса очень высокая конкуренция, то важно, чтобы все номера были заняты отдыхающими. Руководство гостиницы предполагает, что вероятность того, что в июле гостиница будет заполнена, если погода будет солнечная, равна 0,92, если погода будет дождливая, — 0,72. По оценкам синоптиков, в течение июля будет 75% солнечных дней. Чему равна вероятность того, что гостиница будет заполнена в течение июля?
6. В специализированную клинику  поступают в среднем 50% больных  с заболеванием К, 30% - с заболеванием Д, 20% - с заболеванием М. Вероятность полного излечения  болезни  К равна  0,7, для болезней Д и М соответственно равны  0,8 и 0,9.  Больной, поступивший в клинику, был выписан  здоровым. Найти вероятность того, что этот больной страдал заболеванием К.
Вариант 2
1.  В библиотеке на столе  расположены три стопки книг, в первой стопке  находятся  5 учебников и 6 задачников по математике, во второй стопке 4 учебника и 7 задачников, в третьей стопке – 8 учебников и 5 задачников.  Библиотекарь  наугад выбирает одну из трех стопок, а из нее наудачу выбирает одну книгу. Найти вероятность того, что это был задачник по математике?
2.  В специализированную клинику поступают больные с одним из заболеваний А, В  и С: в среднем 50% больные с заболеванием А, 30%  с заболеванием В и 20 % с заболеванием С, Вероятности полного излечения от этих заболеваний равны соответственно 0,95,   0,90  и 0,85.  1) Какова вероятность того, что выбранный наугад пациент клиники будет вылеченполностью?   2)Больной, поступивший в клинику, был полностью вылечен. Какова вероятность, что он  страдал заболеванием В?
 3.  Из первой урны, содержащей 5 белых и 3 черных шара, наугад переложили два шара  во   вторую урну,  содержащую 2 белых и 6 черных шаров.  Затем из этой урны извлекли один шар. 1) Какова вероятность того, что  извлеченный из второй урны шар оказался белым? 2) Шар, извлеченный из второй урны, оказался белым.  Вычислите вероятность того, что из первой урны во вторую был переложен шар белого цвета. 
4.  В первой урне содержится 10  шаров, из них 8 белых. Во второй урне 20 шаров, из них 4 белых. Из каждой урны наудачу извлекли по одному шару, а затем из этих двух шаров взят наудачу один шар. Найти вероятность того, что взят белый шар.
5.   На конвейер поступают детали, производимые тремя станками, при этом первый станок производит 50% всех деталей, второй — 30%, а третий — 20%. Если на конвейер попадает деталь с первого станка, то вероятность того, что она будет исправна, равна 0,98, второй станок выпускает детали с надежностью 0,95, а третий — с надежностью 0,8. Определите вероятность того, что  с конвейера сошла негодная деталь.
6. Две перфораторщицы набили на разных перфораторах по одинаковому комплекту перфокарт. Вероятность того, что  перваяперфораторщица допустит ошибку, равна 0,05, для второй перфораторщицы эта вероятность равна 0,1. При сверке  перфокарт  была обнаружена ошибка, Найти вероятность того, что , что ошиблась первая перфораторщица.
Вариант 3
1. На складе в компьютерном  центре  имеется  4 системных блока разных торговых марок. Вероятности того, что системные блоки выдержат гарантийный срок службы, соответственно равны 0,85; 0,9; 0,92 и 0,95. Найти вероятность того, что взятый наудачу системный блок выдержит гарантийный срок службы; 
2. В двух цехах изготавливается однотипная продукция. Производительность первого цеха вдвое выше, чем производительность второго цеха. Изделия высшего качества составляют в среднем для первого цеха 92%, для второго 87%. Из общей продукции этих цехов наугад берется одно изделие.  1)  Найти вероятность того, что оно окажется изделием высшего качества; 2) наугад извлеченноеиз общей продукции изделие
оказалось изделием высшего качества Какова вероятность того, что оно изготовлено во втором цехе ?
 3.  В двух ящиках имеются  электрические лампочки. В первом ящике их 12 штук, среди них 1    нестандартная, во втором ящике 10 лампочек, из которых 1 нестандартная. Из первого ящика наугад взята лампочка и переложена во второй ящик.   1) Найти вероятность того, что наудачу извлеченная из второго ящик лампочка будет  нестандартной; 2)наудачу извлеченная лампочка оказалась нестандартной. Найти вероятность того, что из первого ящика во второй была переложена стандартная лампочка? 
   4. Вероятности того, что во время работы цифровой электронной машины произойдет сбой в арифметическом устройстве, в оперативной памяти, в остальных устройствах, относятся как 3:2:5. Вероятности обнаружения сбоя в арифметическом устройстве, в оперативной памяти и в остальных устройствах соответственно равны 0,8; 0,9; 0,9. Найти вероятность того, что возникший в машине сбой будет обнаружен.
   5. В конкурсе на лучшую курсовую работу участвуют 20 студентов первого курса, 22 студента второго и 18 участников учатся на третьем курсе. Шансы на победу студента первого курса оцениваются в 55%, второкурсник победит с вероятностью 60%, студент третьего курса - с вероятностью 70%.0пределите вероятность того, что   студент, участвующий в конкурсе одержит победу.  
6.  Изделие проверяется на стандартность  одним из двух товароведов.. Вероятность того, что изделие попадет к первому товароведу, равна 0,55, а ко второму - 0,45. Вероятность того, что изделие будет признано стандартным первым товароведом, равна 0,9, а вторым - 0,98. Изделие при проверке было признано стандартным . Найти вероятность того, что  это изделие было проверено  вторым товароведом.
Вариант 4
1. В группе спортсменов 25 лыжников, 4 велосипедиста и 8 бегунов. Вероятность выполнить квалификационную норму такова: для лыжника – 0,87, для велосипедиста – 0,8, для бегуна – 0,91.  Найти вероятность того, что наудачу выбранный спортсмен сдаст норматив;
2. Легковых автомобилей у бензоколонки проезжает вчетверо больше, чем грузовых машин. Вероятность того, что проезжающая машина подъедет на заправку, составляет для грузовой машины 0,05, для легковой  - 0,15.   К месту, где расположена бензоколонка, приближается какая-то машина. 1) Найти вероятность того, что она подъедет на заправку; 2)Только что от бензоколонки отъехала заправленная машина. Какова вероятность того, что это был грузовик?
3.  В ящик, содержащий 3 одинаковых детали, брошена стандартная деталь, а затем наудачу  извлечена одна деталь.  1) Найти вероятность того, что извлечена стандартная деталь, если равновероятны все       возможные  предположения о числе стандартных деталей, первоначально находящихся в   ящике; 2)Извлеченная наугад деталь оказалась стандартной. Какова вероятность     того, что изначально  в ящике были две стандартные детали? 
  4. Для участия в студенческих отборочных спортивных соревнованиях выделено из  группы  ПКС-22 -  4 студента, из группы КСК-20  -  6 студентов, из группы МТС-27 -  5 студентов. Вероятность того, что студент группы ПКС-12 попадет в сборную УГКР равна 0,9, студент группы КСК-20 – 0,7, группы МТС-27 – 0,8. Из всех участников соревнований наудачу выбран один студент. Какова вероятность того, что попадет в сборную колледжа?
5. Была проведена одна и та же контрольная работа в трех параллельных группах. В 1-ой группе, где учатся 30 студентов, оказалось 8 работ, выполненных на «отлично»; во второй группе, где 28 студентов, - 6 работ; в третьей, где 27 студентов, - 9 работ. Найти вероятность того, что первая взятая наудачу при повторной проверке работа из работ, принадлежащих группе, которая также выбрана наудачу, окажется выполненной на «отлично».
6. Электронный прибор содержит две микросхемы. Вероятность выхода из строя первой микросхемы в течение определенного  (достаточно большого) времени - равна - 0,2, а второй -  0,1. Известно, что из строя вышла одна микросхема. Какова вероятность того, что эта первая микросхема.

Контрольные вопросы;
1. Какая группа событий называется полной?
2. Чему равна сумма вероятностей полной группы случайных событий?
3. Какие события называют гипотезами? Чему равна сумма вероятностей гипотез?
5. Для каких случайных событий вероятность определяется по формуле  полной вероятности?
6. Назовите формулу вычисления полной вероятности и поясните ее смысл.
7.  Какие вероятности вычисляются по формуле Байеса?
8. Почему вероятности, вычисленные по формуле Байеса, называются
апостериорными?
9. Приведите примеры использования апостериорных вероятностей.







































Практическая работа №5

 «Вычисление вероятностей событий в схеме Бернулли»

Учебная цель:  научиться вычислять  вероятности событий в схеме Бернулли

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы
Если производится несколько испытаний, причем вероятность события А в каждом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие испытания называют независимыми относительно события А. В разных независимых испытаниях событие А может иметь либо различные вероятности, либо одну и ту же вероятность. Будем далее рассматривать лишь такие независимые испытания, в которых событие А имеет одну и ту же вероятность.
Ниже воспользуемся понятием сложного события, понимая под ним совмещение нескольких отдельных событий, которые называют простыми.

Пусть производится  nнезависимых испытаний, в каждом из которых событие А может появиться,  либо не появиться. Условимся считать, что вероятность события А в каждом испытании одна и та же, а именно равна  p. Следовательно, вероятность  ненаступления события А в каждом испытании также постоянна и равна q=1- p.  Поставим перед собой задачу: вычислить вероятность того, что при n испытаниях событие А осуществится ровно  k  раз и, следовательно, не осуществится n-k раз. Важно подчеркнуть, что не требуется, чтобы событие А повторилось ровно k раз в определенной последовательности. Например, если речь идет о появлении события А три раза в четырех испытаниях, то возможны следующие сложные события: , , , . Запись ,  означает, что в первом, втором и третьем испытаниях событие А наступило, а в четвертом испытании оно не появилось, т. е. наступило противоположное событие , соответственный смысл имеют и другие записи. Искомую вероятность обозначим. 
Поставленную задачу можно решить с помощью так называемой формулы Бернулли:




                        где
Локальная теорема Муавра-Лапласа
       Вычисление вероятностей  по формуле Бернулли становится весьма громоздким при больших значениях n ввиду наличия в ней факториалов n!, m!, (n-m)! Поэтому на практике применяют приближенную формулу Муавра-Лапласа:
                                       (2)
где 

       Функция   называется кривой вероятностей.   В приложении 1 представлена таблица значений этой функции при разных аргументах.
       Можно выделить следующие свойства кривой вероятностей:
► функция   симметрична относительно оси ординат (см. рис.);
► — четная функция, т.е. 
► достигает максимума при 

[image: ]
                                      Рис.  Кривая вероятностей

► для больших значений  стремится к нулю, т.е 

       Формула Муавра-Лапласа дает очень хорошее приближение для определения вероятности, если число  достаточно велико и тем лучше, чем больше , если только вероятность  мала, но не слишком.

Примеры по выполнению практической работы
Пример 1. Вероятность того, что расход электроэнергии в продолжение одних суток не превысит установленной нормы, равнар=0,75. Найти вероятность того, что в ближайшие 6 суток расход электроэнергии в течение 4 суток не превысит нормы.

Решение. Вероятность нормального расхода электроэнергии в продолжение каждых из 6 суток постоянна и равна р=0,75. Следовательно, вероятность перерасхода электроэнергии в каждые сутки также постоянна и равна 
Искомая вероятность по формуле Бернулли равна


Пример 2. Два равносильных шахматиста играют в шахматы. Что вероятнее: выиграть две партии из четырех или три партии из шести (ничьи во внимание не принимаются)? 
Решение:играют равносильные шахматисты, поэтому вероятность выигрыша р = 1/2; следовательно, вероятность проигрыша q также равна 1/2. Так как во всех партиях вероятность выигрыша постоянна и безразлично, в какой последовательности будут выиграны партии, то применима формула Бернулли. Найдем вероятность того, что две партии из четырех будут выиграны: 

P4(2) = 
Найдем вероятность того, что будут выиграны три партии из шести: 

P6(3) = 
Так как P4(2) >P6(3), то вероятнее выиграть две партии из четырех, чем три из шести.

Задания для практического занятия:
Вариант 1
1. В партии хлопка содержится около 25%  коротких волокон. Какова вероятность того, что  при случайном отборе 10 волокон будет обнаружено шесть коротких волокон;  
2.На автопредприятии имеется 30 автомашин. Вероятность неисправности каждой из них  равна 0,1. Найти вероятность того, что  в начале рабочего дня окажутся исправными 25  машин; 
3. В лифт 9-этажного дома на первом этаже вошли 5 человек. Вычислить вероятность того,что на 6-ом этаже не выйдет ни одного человека;
4. Перерасход горючего в течение рабочего дня в среднем по автопарку наблюдается у 20% машин.  Найти вероятность того, что из десяти вышедших на линию машин перерасход горючего произойдет не менее, чем у трех машин;
5.  Найти вероятность того, что событие А появится ровно 80 раз в 240 испытаниях, если   вероятность появления события А в каждом испытании равна 0,3.
Вариант 2
1. На учениях батарея из четырех противотанковых орудий  производит «залп» по танку. Какова вероятность  того, что три снаряда попадут в цель, если вероятность опадания при каждом выстреле любого орудия равна 0,8;
2. Бросают пять игральных костей. Чему равна вероятность того, что из пяти выпавших цифр одна – четная, а все остальные – нечетные?
3. В лифт 9-этажного дома на первом этаже вошли 4 человека. Вычислить вероятность   того,  что на 7-ом этаже  выйдет два человека; 
4.  Каждый билет лотереи независимо от остальных билетов выигрывает с вероятностью  0,001. Мужчина купил 20 билетов.  Какова вероятность того, что он выиграет не менее,  чем по двум билетам?
5. Найти вероятность того, что  мишень будет поражена 75 раз при 100 выстрелах, если вероятность поражения мишени при одном выстреле равна  0,8.
Вариант 3
1.  Для прядения смешаны поровну белый и окрашенный хлопок. Какова вероятность того, что среди пяти случайно отобранных волокон смеси обнаружатся ровно два  окрашенных;
2. Вероятность попадания стрелком в цель при одном выстреле составляет 0,6. Найти  вероятность 6 попаданий при 10 выстрелах;
3. В лифт 9-этажного дома на первом этаже вошли 5 человек. Вычислить вероятность того,   что на 5-ом этаже  выйдет  один из них; 
4. Для нормального обслуживания пассажиров на данном маршруте требуется 20 автобусов. Всего же для этой цели выделено 22 автобуса с учетом того, что каждый из  них, независимо от остальных, выходит на линию лишь с вероятностью 0,95. С какой вероятностью обслуживание пассажиров на данном маршруте будет нормальным?
5. Вероятность рождения девочки равна 0,49. Найти вероятность того, что среди 100 новорожденных окажется 30 девочек?
Вариант 4
1. Монету бросают 7 раз. Найти вероятность того, что монета выпадет «гербом» вверх пять  раз;
2. Какова вероятность того, что при бросании семи игральных костей «шестерка» выпадет   трижды?
3. В лифт 9-этажного дома на первом этаже вошли 4 человека. Вычислить вероятность  того,  что на 8-ом этаже  выйдет трое из них; 
4.  В семье 5 детей. Найти вероятность того, что среди этих детей  не более двух  мальчиков. Вероятность рождения мальчиков считать равной 0,51.
5.  Монета брошена 300 раз. Найти вероятность того, что ровно в половине случаев выпал  «герб».

Контрольные вопросы
1. Вероятности каких событий вычисляются  по формуле Бернулли?
2. Как определить, что из n  испытаний событие наступит менее (неменее) чемm раз?
3.  Какая функция называется кривой вероятностей?
4.Сформулируйте локальную теорему Муавра-Лапласа в схеме Бернулли. В каких
случаях  формула Муавра-Лапласа дает хорошее приближение для вычисления вероятности Pn(m).


































Практическая работа №6
 «Построениезакона  распределения ДСВ»

Учебная цель:  научиться составлять для дискретных случайных величин законы распределения

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 
Случайной величинойназывают такую переменную величину,    которая под воздействием случайных факторов может с определенными вероятностями принимать те или иные значения из некоторого множества чисел. Различают дискретные и непрерывные случайные величины. Случайная величина непрерывна, если ее значения могут лежать в некотором континууме возможных значений. (Это предполагает, что их нельзя пересчитать, ставя в соответствие им натуральные числа 1, 2, …), Значения непрерывной случайной величины могут лежать на отрезке, интервале, луче и т.д.
         Случайная величина X называется дискретной, если результаты наблюдений представляют собой конечный или счетный набор возможных чисел. Число возможных значений дискретной случайной величины может быть конечным или бесконечным.     В результате одного испытания случайная величина X принимает одно и только одно возможное значение, заранее не известное и зависящее от случайных причин, которые не могут быть учтены.   Например, если в качестве случайной величины рассматривать оценку студента на экзамене, то с определенной вероятностью, которая зависит от многих факторов, студент может получить или 2, или 3, или 4, или 5, но в результате сданного одним студентом экзамена в ведомости всегда стоит только одна оценка.Случайная величина может быть задана законом распределения.
Законом распределения дискретной случайной величины называют соотношение, устанавливающее связь между отдельными возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями.
       Закон распределения дискретной случайной величины можно задать таблично, аналитически (в виде формулы) и графически.
       При табличном задании закона распределения дискретной случайной величины таблица состоит из двух строк и называется законом или рядом распределения дискретной случайной величины X. Первая строка таблицы содержит возможные значения случайной величины, а вторая - соответствующие им вероятности. 
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       Значения  записываются в таблице, как правило, в порядке возрастания. Приняв во внимание, что в каждом отдельном испытании случайная величина принимает только одно возможное значение случайной величины X, заключаем, что события  несовместны и образуют полную группу событий. Следовательно, сумма вероятностей этих событий, т.е. сумма вероятностей второй строки таблицы, равна единице:

                 (1)
Биномиальное распределение
Среди законов распределения для дискретных случайных величин наиболее распространенным является биномиальное распределение.
       Рассмотрим последовательность  идентичных повторных испытаний, удовлетворяющих следующим условиям, которые носят название схемы Бернулли:
1) все  испытаний — независимы. Это значит, что вероятность наступления события в любом из п повторных испытаний не зависит от результатов других испытаний;
2) в каждом испытании может наступить или не наступить некоторое событие , вероятность наступления которого  остаётся неизменной в каждом испытании;
3) противоположное событие  имеет вероятность , которая тоже остается неизменной от испытания к испытанию;
4) эти события А и  взаимно несовместные и противоположные, называемые успех и неуспех.
       Тогда для вычисления вероятности того, что в  независимых повторных испытаниях, удовлетворяющих условиям 1-4, событие  наступит ровно  раз, при  (в любой последовательности), вычисляется по формуле Бернулли:


где  — вероятность успеха в каждом испытании;  — вероятность неуспеха в каждом испытании; — число сочетаний из  по .

Распределение Пуассона
Если число испытаний велико, а вероятность появления события  в каждом испытании очень мала, то вместо формулы (2) пользуются приближенной формулой:
(3)
где  — число появлений события в  независимых испытаниях;
 (среднее число появлений события в  испытаниях).
       Выражение (3) называется формулой Пуассона. Придавая  целые неотрицательные значения   можно записать ряд распределения вероятностей, вычисленных по формуле (3), который называется законом распределения Пуассона:
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     Распределение Пуассона часто используется, когда мы имеем дело с числом событий, появляющихся в промежутке времени или пространства. Оно описывает число событий , происходящих за одинаковые промежутки времени при условии, что события происходят независимо друг от друга с постоянной средней интенсивностью. Например, число покупателей, посетивших супермаркет в течение часа, число аварий на отрезке дороги, число дефектов на участке водопровода, число посетителей музея в неделю и т.д.
       Если распределение Пуассона применяется вместо биномиального распределения, то  должно иметь порядок не менее нескольких десятков, лучше нескольких сотен, а .

Гипергеометрическое распределение
       Можно рассмотреть еще одно распределение, которое называют гипергеометрическим.   Пусть имеется множество  элементов, из которых  элементов обладают некоторым признаком . Например, среди 20 шаров, лежащих в урне, 12 шаров имеют красный цвет, тогда если  —признак того, что шар красный,  =20, а  = 12. Из этого множества извлекают случайным образом без возвращения  элементов. Требуется найти вероятность того, что из них ровно  элементов обладают признаком . Искомая вероятность (зависящая от ) определяется по формуле гипергеометрического распределение:

               (4)

где  — общее число вариантов выбора из  элементов по  элементов, т.е. общее число всех единственно возможных, равновозможных и несовместных исходов;  — число исходов, благоприятствующих наступлению интересующего нас события. Следует знать, что если , если .Если по формуле (4) вычислить вероятности для всех возможных значений , то полученный ряд распределения называется гипергеометрическим законом распределения:
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Примеры по выполнению практической работы
Пример 1.Закон распределения вероятностей случайной дискретной величины Х - числа очков, выпадающих при бросании правильной  игральной кости, имеет вид, заданный  таблицей:
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Пример 2. Устройство состоит из трех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,1. Составить закон распределения числа отказавших элементов в одном опыте. 
Решение: дискретная случайная величина X (число отказавших элементов в одном опыте) имеет следующие возможные значения: x1 = 0 (ни один из элементов устройства не отказал), х2 = 1 (отказал один элемент), х3 = 2 отказали два элемента) и x4 = 3 (отказали три элемента). Отказы элементов независимы один от другого, вероятности отказа каждого элемента равны между собой, поэтому применима формула Бернулли. Учитывая, что, по условию, n = 3, р = 0,1 (следовательно,  q = 1 - 0,1 = 0,9), получим: 

Р3(0) = q3 = 0,93 = 0,729; P3(l) = Cpq3 = 3 * 0,l * 0,92 = 0,243; 

Р3(2) = Ср2q = 3 * 0,12 * 0,9 = 0,027; Р3(3) = р3 = 0,13 = 0,001. 
Контроль: 0,729 + 0,243 + 0,027 + 0,001 = 1. 
Напишем искомый биномиальный закон распределения X: 

	Х
	0
	1
	2
	3

	Р
	0.729
	0.243
	0.027
	0,001



Пример 3. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Наудачу отобраны две детали. Составить закон распределения числа стандартных деталей среди отобранных. 
Решение:имеем гипергеометрический закон распределения.Случайная величина X - число стандартных деталей среди отобранных деталей — имеет следующие возможные значения: x1 = 0; x2 = 1; x3 = 2. Найдем вероятности возможных значений X по формуле (4)
(N - число деталей в партии, n - число стандартных деталей в партии, m - число отобранных деталей, k - число стандартных деталей среди отобранных), находим: 


Р(Х = 0) = ;       Р(Х = 1) = 

Р(Х = 2) = 
Составим искомый закон распределения

	x
	0
	1
	2

	p
	1/45
	16/45
	28/45



Контроль: 1/45+16/45+28/45 = 1.

Пример 4. Завод отправил на базу 500 изделий. Вероятность повреждения изделия в пути равна 0,002. Найти вероятности того, что в пути будет повреждено изделий:
а) ровно три; б) менее трех; в) более трех; г) хотя бы одно. 
Решение:число n = 500 велико, вероятность р = 0,002 мала и рассматриваемые события (повреждение изделий) независимы, поэтому имеет место формула Пуассона 

Pn(k) = 
а) Найдем λ = nр = 500 * 0,002 = 1.Найдем вероятность того, что будет повреждено ровно 3 (k = 3) изделия: Р500(3) = e-1/3! = 0,36788/6 = 0,0613. 
б) Найдем вероятность того, что будет повреждено менее трех изделий: 
Р500(0) + Р500(1) + Р500(2) = е-1 + e-1 + e-1/2 = (5/2)e-1 = (5/2) * 0,36788 = 0,9197. 
в) Найдем вероятность Р того, что будет повреждено более трех изделий. События «повреждено более трех изделий» и «повреждено не более трех изделий» (обозначим вероятность этого события через Q) - противоположны, поэтому P + Q = l. ОтсюдаP = 1 - Q = 1 - [Р500(0) + Р500(1) + Р500(2) + Р500(3)]
Используя результаты, полученные выше, имеем P = 1 -  [0,9197+0,0613] = =0,019. 
г) Найдем вероятность Р1 того, что будет повреждено хотя бы одно изделие. События «повреждено хотя бы одно изделие» и «ни одно из изделий не повреждено» (обозначим вероятность этого события через Q1) -противоположные, следовательно, P1 + Q1 = l. Отсюда искомая вероятность того, что будет повреждено хотя бы одно изделие, равна 
Р1 = 1 – Q1 = 1 – P500(0) = 1 – e-1 = 1 - 0,368 = 0,632.

Задания для практического занятия:
Вариант 1
1. Дискретная случайная величина Х распределена по закону:
	Х
	3
	4
	5
	6
	7

	р
	р1
	0,15
	р3
	0,25
	0,35


Найти вероятности р1=р(Х=3) и р3=р(Х=5), если известно, что р3 в 4 раза больше р1.
2. Дан закон распределения случайной величины Х. Найти: а и соответствующий закон распределения.
	

	1
	2
	3
	4
	5

	

	

	0,5а²
	0,5а
	0,2а
	0,3а






3.Выпущено 500 лотерейных билетов, причём 40 билетов принесут их владельцам выигрыш по 100 рублей, 10 билетов  - по 500 рублей, 5 билетов -  по 1000 рублей, остальные билеты  - безвыигрышные. Найти закон распределения выигрыша для владельца одного билета.
4.Составить закон распределения числа попаданий в цель при трёх выстрелах, если вероятность попадания при одном выстреле равна 0,85
5. В партии из 12 деталей имеется 8 стандартных. Наудачу извлекается 4 детали. Составить закон   распределения  ДСВ Х – числа нестандартных деталей среди отобранных.
6. Устройство состоит из 1000 элементов, работающих независимо друг от друга Вероятность отказа любого элемента в течение времени Т равна 0,002. Найти вероятность того, что время Т откажет: а)  ровно 3 элемента; б) более 4-х элементов. 
Вариант 2
1. Дискретная случайная величина Х распределена по закону:
	Х
	1
	2
	3
	4
	5

	р
	0,1
	р2
	0,2
	0,3
	р5


Найти вероятности р2=р(Х=2) и р5=р(Х=5), если известно, что р2 в 3 раза больше р5.
2. Дан закон распределения случайной величины Х.   Найти: а и соответствующий закон распределения. 
	

	1
	2
	3
	4
	5

	

	а²
	2а
	а
	а²
	0,5а


3.Выпущено 400 лотерейных билетов, причём 25 билетов принесут их владельцам выигрыш 200 рублей, 20 билетов 500 рублей, 15 билетов по 1000 рублей, остальные билеты безвыигрышные. Составить закон распределения выигрыша для владельца одного билета.
4. Составить закон распределения числа попаданий в цель при трёх выстрелах, если вероятность попадания при одном выстреле равна 0,92
5. В партии из 15 деталей имеется 4 нестандартных. Наудачу извлекается 3 детали. Составить закон   распределения  ДСВ Х – числа стандартных деталей среди отобранных.
6. Учебник издан тиражом 10000 экземпляров. . Вероятность того, что учебник сброшюрован неправильно, равна 0, 0003. Найти вероятность того, что  тираж содержит: а)  ровно 5 бракованных книг; б) хотя бы одну бракованную книгу.
Вариант 3
1.Дискретная случайная величина Х распределена по закону:
	Х
	-1
	0
	1
	2
	3

	р
	0,2
	р2
	р3
	0,4
	0,1


Найти вероятности р2=р(Х=0) и р3=р(Х=1), если известно, что р2 меньше р3 на 0,06.
2. Дан закон распределения случайной величины Х.    Найти: а и соответствующий закон распределения.
	

	1
	2
	3
	4
	5

	

	а²
	0,5а
	2а²
	0,5а
	а


3. Выпущено 500 лотерейных билетов, причём 20 из них принесут их владельцам выигрыш 100 рублей, 15 билетов 500 рублей, 10 билетов по 1000 рублей.   Составить закон распределения выигрыша для владельца одного билета.
4. Составить закон распределения числа попаданий в цель при трёх выстрелах, если вероятность попадания при одном выстреле равна 0,87
5. После ответа студента на экзамене преподаватель задает ему   дополнительные вопросы. Преподаватель не задает следующий дополнительный вопрос, если  студент отвечает на  поставленный вопрос правильно. Максимальное количество дополнительных вопросов – три. Вероятность того, что студент ответит на дополнительный вопрос,  равна 0,9. Составить закон распределения ДСВ Х – количество заданных студенту  дополнительных вопросов.
6. Станок- автомат штампует  детали. Вероятность  того, что изготовленная деталь окажется бракованной  равна 0, 01. Найти вероятность того, сто  среди 200 деталей окажется: а) ровно 4 бракованных, б) более двух бракованных.
Вариант 4
1. Дискретная случайная величина Х распределена по закону:
	Х
	2
	4
	6
	8
	10

	р
	р1
	0,2
	0,3
	р4
	0,1


Найти вероятность событий р1=р(Х=2) и р4=р(Х=8), если р4 больше р1 на 0,08.
2.  Дан закон распределения случайной величины Х. Найти а и соответствующий закон распределения.
	

	1
	2
	3
	4
	5

	

	1,5а²
	0,7 а
	1,5а²
	0,6а
	0,7а



3.  Куплено 700 лотерейных билетов, причем на каждый из 70 билетов выпал выигрыш в 50 рублей , 50 билетов-100руб.;  10 билетов-500руб, 5 билетов – 700 руб. Составить закон распределения выигрыша для владельца одного билета.
4.Составить закон распределения числа попаданий в цель при четырех выстрелах, если вероятность попадания при одном выстреле равна 0,81
5. Телеканал НТВ оценивает вероятность того, что телезритель  увидит новую развлекательную программу в 0,2. В случайном порядке выбрано 5 телезрителей.  Составить закон распределения числа лиц, видевших эту развлекательную программу.
6. Магазин получил 1000 бутылок минеральной воды. Вероятность того, что при перевозке бутылка окажется разбитой, равна 0,003. Найти вероятность того, что магазин получит разбитых бутылок: а) ровно две; б) менее трех.

Контрольные вопросы
1. Что называется   случайной величиной? Какая случайная величина называется дискретной?
          2.  Как составить закон распределения  случайной величины?
          3. Для каких дискретных случайных величин вероятности появления событий можно вычислять по формуле Бернулли?
          4. Вероятности каких событий определяются по формуле Бернулли? Приведите примеры.
          5. Как определить, что из  испытаний событие наступит менее (не менее) чем  раз?
          6. Какая функция называется кривой вероятностей? Выделите основные свойства кривой вероятностей.
          7. Сформулируйте локальную теорему Муавра-Лапласа в схеме Бернулли.
          8. Когда формула Муавра- Лапласа дает хорошее приближение для определения вероятности ?
          9. Какое распределение дискретной случайной величины называется распределением Пуассона?
         10. Для каких дискретных случайных величин вероятности появления событий можно вычислять по формуле Пуассона?
         11. Какое распределение дискретной случайной величины называется гипергеометрическим распределением?
         12. Для каких дискретных случайных величин вероятности появления событий можно вычислять как гипергеометрические?

Практическая работа №7

 «Вычисление числовых характеристик ДСВ»

Учебная цель:  научитьсявычислять числовые характеристики дискретной случайной величины

Образовательные результаты, заявленные в ФГОС:

Студент должен 
уметь:
- вычислять вероятности событий с  использованием элементов комбинаторики;
знать:
- основы теории вероятностей и математической статистики;


Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 

            Если X— случайная величина, — постоянная, тогда произведение — это новая случайная величина, которая принимает значения, равные произведению значений  на постоянную величину k, с теми же вероятностями, что и случайная величина X. Закон распределения случайной величины  имеет вид:
	
	
	
	…
	

	
	
	
	…
	





            Квадрат случайной величины X есть новая случайная величина — , которая принимает значения, равные квадратам , с теми же вероятностями, что и случайная величина X. Закон распределения случайной величины Х2, имеет вид:
	
	
	
	…
	

	
	
	
	…
	





            Пусть имеются две случайные величины  принимает значения  с вероятностями  а случайная величина — значения  с вероятностями .   Сумма случайных величин  — это новая случайная величина, которая принимает все значения вида  с вероятностями , выражающими вероятность того, что случайная величина X примет значение a—значение   то есть
(1)
Если случайные величины X и У независимы, то:
  (2)
Закон распределения случайной величины  имеет вид:
	
	
	
	…
	

	
	
	
	…
	



 Разность случайных величин — это новая случайная величина, которая принимает все значения вида  а произведение — все значения вида  с вероятностями, определяемыми по формуле (2), если случайные величины  зависимы, и по формуле (3), если они независимы.
 Выполняя указанные математические операции над случайными величинами, можно строить другие случайные величины и задавать их соответствующим рядом распределения.

Числовые характеристики дискретной случайной величины

Закон распределения дискретной случайной величины полностью ее характеризует. Однако часто закон распределения неизвестен, и приходится ограничиваться меньшими сведениями. Иногда даже выгоднее пользоваться числами, которые описывают случайную величину суммарно; такие числа называют числовыми характеристиками случайной величины. К числу важных числовых характеристик относятся математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратическое отклонение.
Математическим ожиданием дискретной случайной величиныназывают сумму произведений всех ее возможных значений на их вероятности. Оно определяет среднее ожидаемое значение дискретной случайной величины.
 Если дискретная случайная величина X задана рядом распределения и принимает значения с соответствующими вероятностями , то математическое ожидание вычисляется по формуле:
.  (3)
   Математическое ожидание дискретной случайной величины обладает свойствами, которые вытекают из его определения.
1. Математическое ожидание постоянной величины С есть постоянная величина
  (4)
2. Математическое ожидание дискретной случайной величины X, умноженной на постоянную величину С, равно произведению математического ожидания М(Х) на С. То есть постоянный множитель можно выносить за знак суммирования
   (5)
3. Математическое ожидание суммы дискретных случайных величин X и У равно сумме их математических ожиданий.
      (6)
4. Математическое ожидание произведения независимых дискретных случайных величин X и Y равно произведению их математических ожиданий
 независимы    (7)
               Иногда математическое ожидание плохо характеризует случайную величину. Это происходит в тех случаях, когда значения случайной величины значительно отклоняются от среднего ожидаемого. Для того чтобы оценить, как рассеяны возможные значения случайной величины вокруг ее математического ожидания, пользуются числовой характеристикой, которую называют дисперсией.
Дисперсией дискретной случайной величины называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:
          (8)
       Для вычисления дисперсии иногда бывает удобно пользоваться следующей формулой:
(9)

 Примеры по выполнению практической работы

Пример 1. Найти математическое ожидание M(X) случайной величины X, зная закон её   распределения:
	Х
	-1
	0
	1
	2
	3

	р
	0,2
	0,1
	0,25
	0,15
	0,3




Решение: 
Пример 2.Куплено 100 лотерейных билетов, причем на каждый из 10 билетов выпал выигрыш в 50 руб., 5 билетов –100 руб.  2 билета –300руб. Найти средний выигрыш, выпавший на один билет. 






Решение: введём случайную величину Х- размер выигрыша. Тогда эта случайная величина принимает следующие значения  , , , ,   а вероятность того, что  и значит Значит случайная величина Х имеет закон распределения:
	

	0
	50
	100
	300

	

	0,83
	0,1
	0,05
	0,02



Тогда средний выигрыш, выпавший на один билет есть М (Х), поэтому 



Пример 3 .Случайная дискретная величина распределена по закону 
	

	-1
	0
	1
	2

	

	0,2
	0,1
	0,3
	0,4




Найти: .



Решение: сначала находим , а затем .По формуле (10) имеем   .

Пример 4.  Сравнить дисперсии случайных величин Х и Y, заданных законами распределения 

	

	-1
	1
	2
	3
	
	

	-1
	1
	2
	3

	

	0,48
	0,01
	0,09
	0,42
	
	

	0,19
	0,51
	0,25
	0,05





Решение:   


             Полученные результаты показывают, что несмотря на то, что значения и математические ожидания случайных величин Х и Y одинаковы, их дисперсии различны, причем . Это означает, что случайная величина Y с большей вероятностью принимает значения, близкие к математическому ожиданию, чем случайная величина X.


Задания для практического занятия:

Вариант 1
1.Выпущено 500 лотерейных билетов, причём 40 билетов принесут их владельцам выигрыш по 100 рублей, 10 билетов  - по 500 рублей, 5 билетов -  по 1000 рублей, остальные билеты  - безвыигрышные. Составить  закон распределения выигрыша для владельца одного билета и найти средний выигрыш, выпавший на один  билет.
         2. Случайная величина Х имеет следующий закон распределения. 

Найдите   
	Х
	1
	2
	3
	4

	Р
	0,1
	0,3
	0,2
	0,4


         3. Число вызовов, поступающих в пожарные части двух районов в 
течение недели, имеют соответственно законы распределения: 

	

	     0
	     1
	   2

	

	    0,8
	  0,15
	 0,05


	

	    0
	    1
	   2

	

	  0,82
	   0,1
	 0,08



Сколько пожаров примерно можно ожидать в каждом из этих районов за год?

4. Число очков, выбиваемых при одном выстреле каждым из  стрелков, имеет, соответственно, закон распределения.   Какой из стрелков лучше стреляет?

	

	     8
	  9
	   10

	

	    0,4
	   0,1
	  0,5


	

	    8
	    9
	   10

	

	  0,1
	   0,6
	   0,3



Вариант 2
1. Выпущено 400 лотерейных билетов, причём 25 билетов принесут их владельцам выигрыш 200 рублей, 20 билетов 500 рублей, 15 билетов по 1000 рублей, остальные билеты безвыигрышные. Составить закон распределения выигрыша для владельца одного билета билета и найти средний выигрыш, выпавший на один  билет.

2. Случайная величина Х имеет следующий закон распределения. Найдите 
	

	-2
	-1
	1
	2

	

	0,3
	          0,1
	0,5
	0,1




3. Число вызовов, поступающих в пожарные части  районов в течение недели, имеют соответственно законы распределения: 
	xi
	     0
	     1
	   2

	

	   0,83
	  0,14
	 0,03


	

	    0
	   1
	   2

	

	  0,79
	   0,13
	 0,08


Сколько пожаров примерно можно ожидать в каждом из этих районов за год?

4. Число очков, выбиваемых при одном выстреле каждым из  стрелков, имеет,   соответственно, закон распределения. Какой из стрелков лучше стреляет?
	

	8
	9
	  10

	

	  0,3
	 0,2
	  0,5


	

	    8
	    9
	   10

	

	  0,1
	   0,7
	   0,2



 Вариант 3
 1. Выпущено 500 лотерейных билетов, причём 20 из них принесут их владельцам выигрыш 100 рублей, 15 билетов 500 рублей, 10 билетов по 1000 рублей.   Составить закон распределения выигрыша для владельца одного билета и найти средний выигрыш, выпавший на один  билет.

2. Случайная величина Х имеет следующий закон распределения. Найдите  
	

	3
	4
	5
	6

	

	0,2
	0,4
	0,1
	0,3



3.  Число вызовов, поступающих в пожарные части  районов в течение недели, имеют соответственно законы распределения: 
	

	0
	1
	2

	

	0,78
	0,12
	0,1


	

	0
	1
	2

	

	0,81
	0,13
	0,06



Сколько пожаров примерно можно ожидать в каждом из этих районов за год?

4. Число очков, выбиваемых при одном выстреле каждым из  стрелков, имеет, соответственно, закон распределения. Какой из стрелков лучше стреляет?
	

	8
	9
	10

	

	0,2
	0,55
	0,25


	

	8
	9
	10

	

	0,3
	0,1
	0,6



Вариант 4
1.  Куплено 700 лотерейных билетов, причем на каждый из 70 билетов выпал выигрыш в 50 рублей , 50 билетов-100руб.;  10 билетов-500руб, 5 билетов – 700 руб. Составить закон распределения выигрыша для владельца одного билета и найти средний выигрыш, выпавший на один  билет.

2.Случайная величина Х имеет следующий закон распределения. Найдите .
	

	-1
	1
	2
	3

	

	0,5
	0,2
	0,2
	0,1



3. Число вызовов, поступающих в пожарные части  районов в течение недели, имеют соответственно законы распределения: 
	хi
	0
	1
	2

	

	0,83
	0,11
	0,06


	

	0
	1
	2

	

	0,76
	0,16
	0,08



Сколько пожаров примерно можно ожидать в каждом из этих районов за год?

4. Число очков, выбиваемых при одном выстреле каждым из  стрелков, имеет, соответственно, закон распределения.     Какой из стрелков лучше стреляет?
	

	8
	9
	10

	

	0,3
	0,25
	0,45


	

	8
	9
	10

	

	0,15
	0,6
	0,25



Контрольные вопросы

1. Какие числовые характеристики ДСВ Вы знаете?
2.  Как вычислить математическое ожидание дискретной случайной величины? Что оно характеризует? 
3. Какие свойства математического ожидания вы знаете?
4. Что такое дисперсия дискретной случайной величины? Что она характеризует?  
5. Какие свойства дисперсии  вы знаете?






Практическая работа № 8

 «Непрерывная случайная величина, ее характеристики и закон  распределения»

Учебная цель:  научиться вычислять числовые характеристики дискретной случайной величины

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 
Случайная величина называется X непрерывной, если она может принимать любое значение из некоторого интервала (а, b). 
Вероятность Р (Х <  х)  = F (x) события, состоящего в том, что непрерывная случайная величина X примет значение, не превышающее х, аргумента функции, называется   функцией распределения случайнойвеличины X:
Для непрерывной случайной величины функция распределения определяется по следующей формуле:

                            (1)

Функция  называется плотностью распределения вероятностейНСВ Х.

Дадим ещё одно определение непрерывной случайной величины:случайная величина Х называется непрерывной, если её функция распределения  непрерывна.

Плотность распределения обладает свойствами:
а) плотность распределения любой случайной величины неотрицательна:

    (2)

б) интеграл от плотности  по всему интервалу (a, b)равен 1:

                     (3)
Функция распределения F(x) обладает свойствами:
1. Функция распределения случайной величины X равна вероятности (по определению), значит, её значения заключены в интервале от 0 до 1:

                           (4)



2. F(x) – неубывающая функция по её определению, т.е. , если >.

3. Если функция распределения непрерывна, то вероятность любого отдельного значения  случайной величины равна нулю при этом значении:

,

если F(x) непрерывна в точке х=.
	4. Вероятность попадания случайной величины Xв интервале от α до β равна приращению функции распределения на концах этого интервала:

              (5)
Учитывая свойство 3, можем записать следующее равенство:

.                    (6)
Т.е. вероятность попадания непрерывной случайной величины в открытый интервал равна вероятности её попадания в замкнутый интервал.
5. Вероятность попадания случайной величины X в интервал от α до β может определяться плотностью вероятностей:

                              (7)
6. Функция распределения удовлетворяет условиям:

 (8)


7. Несобственный интеграл от плотности распределения в пределах  от - до равен 1:

                         (9)
8. Функция распределенияF(x) выражается через плотность f(x) формулой:

         (10 )



Физический смысл плотности распределения f(x) следующий: пусть - произвольный интервал, содержащийся в (a, b) (то есть ). Тогда вероятность того, что непрерывно распределённая случайная величина Х окажется в интервале , равна определённому интегралу:

             (11)
или площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функции y=f(x), снизу осью Ох, а с боковых сторон – прямыми х = а и х = b (рисунок 8.2).


	График функции  называется кривой распределения, или графиком плотности распределения. Кривая  располагается над осью абсцисс.

[image: ]
Пример 1.Случайная величина X задана функцией распределения


Найти вероятность того, что в результате испытания величина X примет значение, заключенное в интервале (0. 1/3).
Решение. Вероятность того, что X примет значение, заключенное в интервале (а, b), равна приращению функции распределения на этом интервале: Р(а < X < b) = F(b) - F(а). Положив а = 0, 6=1/3, получим



Пример 2.  Случайная величина X задана функцией распределения:


Найти вероятность того, что в результате испытания X примет значение: а) меньшее 0,2;б) меньшее трех; в) не меньшее трех; г) не меньшее пяти.
Решение:
а) Т.к. при x≤2 функцияF(x) =0, то F(0,2) = Р (X< 0, 2) = 0;
б)Р (X< 3) = F (3) = =[0,5x - 1]x = 3 = 1.5 – 1 = 0,5;
в)события (Х≥ 3) и (Х< 3) противоположны, поэтомуP(Х ≥ З) +  Р (X < 3) = 1. Отсюда, учитывая, что Р(Х < 3) = 0,5 [см. п. б)], получимР (X ≥3) = 1 - 0,5 = 0,5;  г) т.к. приx> 4 функцияF(x) =1, получим Р(Х ≥5) = 1- P(X < 5) = 1-F(5) = 1- 1 = 0.
Пример 3.     Дана функция распределения непрерывной случайной величины X


Найти плотность распределения f(х).
Решение. Плотность распределения равна первой производной от функции распределения:


Заметим, что при x = 0 производнаяF'(x) не существует.
Пример4. Найти функцию распределения F (х),зная плотность распределения НСВ X:









Решение. Используем формулу (10). Если , то , следовательно.Если , то . Если , то .Итак, искомая функция распределения имеет вид:



Числовые характеристики непрерывной случайной величины
Математическое ожидание непрерывной случайной величины Х характеризует среднее ожидаемое значение и вычисляется по формуле:

                    (12)
где f(x) – плотность вероятности.   В частности, если все возможные значения случайной величина принадлежат промежутку (а;b), то

                           (12.1)
Все свойства математического ожидания, сформулированные для дискретных случайных величин, сохраняются и для непрерывных случайных величин.


Замечание1:  Если математическое ожидание М(Х) существует и кривая распределения симметрична относительно прямой, то  

М(Х)=С.


Пример5. Случайная величина задана плотностью распределения   в интервале (0; 1), вне этого интервала .  Найти математическое ожидание НСВ Х.


Решение: используем формулу (12.1), подставив , получим



Дисперсия служит для оценки колеблемости случайной величины и вычисляется по формуле:

                (13)
В частности, если все возможные значения случайной величина принадлежат промежутку (а;b), то

                     (13.1)
или


                       (13.2)



Пример 6.Случайная величина в интервале задана плотностью распределения , вне этого интервала . Найти дисперсию D(X).







Решение:  используем формулу (13.2). Найдем М(Х). Т.к. кривая распределения  на интервале  симметрична относительно прямой , то  . Подставив ,  в формулу (13.2), получим



Дважды интегрируя по частям, получим   . Подставим полученный результат в D(X), получим:


Среднее квадратическое отклонение определяется так:  

        (14)
Все свойства   дисперсии,  среднего квадратического отклонения, которые рассматривались для ДСВ, справедливы также и для непрерывных случайных величин.

Задания для практического занятия:
Вариант 1
1. НСВ Х задана функцией распределения:


Найти: а) вероятность попадания случайной величины Х в интервал (1; 2);
б) плотность распределения  вероятностей НСВ Х;в) математическое ожидание НСВ Х;
г) дисперсию;д) среднее квадратическое отклонение;е) построить графики F(x) иf(x)
2. Функция распределения случайной величины Х имеет вид:


Найти ее плотность распределения, математическое ожидание и дисперсию; а=0; b=1.

Вариант 2
1. НСВ Х задана функцией распределения:


 Найти:  а) вероятность попадания случайной величины Х в интервал (0,5; 0,9);
б) плотность распределения  вероятностей НСВ Х;в) математическое ожидание НСВ Х;
г) дисперсию;д) среднее квадратическое отклонение;е) построить графики F(x) иf(x)

2.Функция распределения случайной величины Х имеет вид:


Найти ее плотность распределения,математическое ожидание и дисперсию; а=2; b=2,5.
Вариант 3
1. НСВ Х задана функцией распределения:


Найти:  а) вероятность попадания случайной величины Х в интервал (2;2,5);
б) плотность распределения  вероятностей НСВ Х;в) математическое ожидание НСВ Х;
г) дисперсию;д) среднее квадратическое отклонение;е) построить графики F(x) иf(x)
2. Функция распределения случайной величины Х имеет вид:


Найти ее плотность распределения, математическое ожидание и дисперсию;а=0,5; b=1.
Вариант 4

1. НСВ Х задана функцией распределения:

Найти: а) вероятность попадания случайной величины Х в интервал (0,5; 1);
б) плотность распределения  вероятностей НСВ Х;
в) математическое ожидание НСВ Х;
г) дисперсию;
д) среднее квадратическое отклонение;
е) построить графики F(x) иf(x)
2. Функция распределения случайной величины Х имеет вид:


 Найти ее плотность распределения, математическое ожидание и дисперсию; а=1; b=1,5.

Контрольные вопросы:
1. Какие случайные величины называются случайными?
2. Дайте определение функции распределения вероятностей НСВ.
3. Что такое плотность распределения вероятностей НСВ и какими свойствами она обладает?

4. Укажите формулу для вычисления вероятности попадания НСВ Х в интервал 
5.  Перечислите числовые характеристики  НСВ и формулы для их вычисления.

Практическая работа №9
 «Построение графической диаграммы выборки,  расчёт  характеристик  выборки»

Учебная цель:научитьсястроитьграфические диаграммы выборки,  рассчитывать  характеристики  выборки

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической  работы 

В самых различных областях производственной и научной деятельности приходится проводить изучение (обследование, измерение, проверку) объектов, принадлежащих некоторой совокупности, по какому-либо признаку. При этом иногда приходится исследовать каждый объект совокупности, т. е. проводить сплошное исследование. Однако   на практике гораздо чаще применяется выборочное исследование. При выборочном исследовании из всей совокупности отбирают некоторым образом определенное число объектов и только их подвергают исследованию. При этом совокупность всех исследуемых объектов называют генеральной совокупностью.
Выборкой называют совокупность случайно отобранных объектов из генеральной совокупности. Под случайным отбором при образовании выборки понимают такой отбор, при котором все объекты генеральной совокупности имеют одинаковую вероятность попасть в выборку.
     Выборку можно проводить двумя основными способами. При первом способе объект извлекают из генеральной совокупности, исследуют и возвращают в исходную генеральную совокупность; затем снова извлекают некоторый объект, исследуют и возвращают в генеральную совокупность и т. д. Полученную таким образом выборку называют повторной. При втором способе после исследования объекты в генеральную совокупность не возвращают, и выборку в этом случае называют бесповторной.
      Число объектов выборочной или генеральной совокупности называют объемом выборки. Например, если из 10 000 изделий для контроля отобрано 100 изделий, то объем генеральной совокупности N=10 000, а объем выборки  n=100.
       Для того чтобы по выборке можно было с определенной уверенностью судить о всей генеральной совокупности, выборка должна достаточно полно отражать изучаемое свойство объектов генеральной совокупности,т.е бытьрепрезентативной. Для этого необходимо, чтобы отбор объектов в выборку осуществлялся действительно случайнои  чтобы изучаемому свойству была присуща статистическая устойчивость .
     Пусть для изучения количественного (дискретного или непрерывного) признака Х из генеральной совокупности извлечена выборка 

x1, х2, x3, … xn ,                        (1) 

Разность между наибольшим значением числовой выборки и ее наименьшим значением называют размахом выборки.
     Наблюдавшиеся значения хi признака Х называются вариантами, а неубывающую последовательность вариант  называют вариационнымрядом.

     Пусть при исследовании некоторой генеральной совокупности получена числовая выборка объема  n, причем значение х1 встретилось в выборке  n1раз, значение х2  - n2  раз, ..., значение хk — nkраз. Числа n1 , n2 , …, nkназывают частотами, а их отношения к объему выборки, т. е.  отношения   -  относительными частотами соответствующих значений  x1, х2, x3, … хk выборки.  Очевидно, что сумма частот равна объему выборки, а сумма относительных частот равна единице, т. е.


n1 + n2 + …+ nk= n  ,             (2)

Последовательность пар    (х1 ; n1 ); (х2 ; n2 );  ( х3 ; n3 ); … (хk ; nk) 

называют статистическим рядом.Обычно статистический ряд записывают в виде  таблицы:

	х1
	х2
	х3
	…
	xi
	…
	хk

	n1
	n2
	n3
	…
	ni
	…
	nk


    (3)

Следующей  таблицей задается так называемое выборочное распределение, в которой  указываются все значения выборки и их соответствующие относительные частоты:

	х1
	х2
	х3
	…
	xi
	…
	хk

	

	

	

	…
	

	…
	



  (4)


Графические изображения выборки. Полигон и гистограмма

     Для наглядного представления о выборке часто используют различные графические изображения выборки. Простейшими изображениями выборки являются полигон и гистограмма. Пусть выборка задана вариационным рядом: (х1 ;n1 ); (х2 ; n2 );  ( х3 ; n3 ); … (хk ; nk)  . Полигоном частот называют ломаную с вершинами в указанных точках.
Полигоном относительных частот называют ломаную с вершинами в точках




(х1 ;   ); (х2 ;  );  ( х3 ; ); … (хk ;)
Ясно, что полигон относительных частот получается из полигона частот сжатием вдоль оси ординат в  n раз, где  n  — объем выборки.


При большом объеме выборки более наглядное представление о ней дает гистограмма. Чтобы построить гистограмму частот, промежуток от наименьшего значения выборки до наибольшего ее значения разбивают на несколько частичных промежутков длины  h. Для каждого частичного промежутка вычисляют сумму si частот значений выборки, попавших в этот промежуток. Значение  xi выборки, совпавшее с правым концом промежутка, относят к следующему промежутку (если xi — не наибольшее значение выборки).Затем на каждом частичном промежутке, как на основании, строят прямоугольник с высотой   Объединение всех построенных таким образом прямоугольников называют гистограммой частот. Итак, гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых являются частичные промежутки длины h, а высотами — отрезки длины  , где si— сумма частот значений выборки, попавших в i-й промежуток.
     Из определения гистограммы ясно, что ее площадь равна объему выборки.При решении задач в зависимости от объема выборки в большинстве случаев целесообразно брать 10-20 частичных промежутков.


     Аналогично определяют и строят гистограмму относительных частот.Гистограммой относительных частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых являются частичные промежутки длины h, а высотами — отрезки длины  , где   wi- суммы относительных частот значении выборки, попавших в i-й промежуток. Площадь гистограммы относительных частот, очевидно, равна  единице.

      Пусть имеется некоторая выборка объема n:  x1, х2, x3, … xn .Выборочной средней называется среднее арифметическое значений выборки:

 (5)
     Если выборка задана статистическим  рядом (3)   или выборочным распределением (4), то формулу (5) естественно записать в следующем виде:

                          (6)
Выборочной дисперсиейназывается среднее арифметическое квадратов отклонений значений выборки от выборочной средней.

   (7)
Если выборка задана  статистическим рядом (3) или выборочным распределением (4), то формулу  (7) можно записать так:


              (8)

Формулы (7) и (8) можно преобразовать к более удобному для вычислений виду:

                       (9)
т. е. выборочная дисперсия равна среднему квадратов значений выборки без квадрата выборочной средней.
Исправленной выборочной дисперсией называется 

                                                              (10)
где  S0 — выборочная дисперсия, п — объем выборки. Отсюда, используя формулу (7),  

                                               (11)


Примеры по выполнению практической работы

Пример 1.Составить для выборки   1, 10, -2, 1,0, 1, 10, 7, -2, 10, 10, 7
вариационный ряди найти ее размах.

Решение: записав заданную выборку в виде неубывающей последовательности, получим вариационный ряд    -2,-2,0, 1, 1, 1,7,7, 10, 10, 10, 10.Размах данной выборки равен
10 - (-2) =12. 

Пример 2Для выборки   3,8,-1,3, 0, 5,3,-1,3, 5    определить объем и размах. Записать выборку в виде вариационного ряда и в виде статистического ряда. Найти выборочное распределение. Построить полигон частот.

Решение:  Объем выборки n = 10, ее размах равен 8 - (-1) = 9.Записав значения выборки в виде неубывающей последовательности, получим вариационный ряд-1,-1,0, 3,3, 3,3, 5, 5, 8.Статистический ряд можно записать в виде последовательности пар чисел  - (-1;2), (0;1), (3;4), 5;2), (8;1) или в виде таблицы

	-1
	0
	3
	5
	8

	2
	1
	4
	2
	1



      Для контроля находим сумму частот: 2+ 1 +4 + 2+ 1 = 10 и убеждаемся в том, что она равна объему выборки.
Вычислив относительные частоты, найдем выборочное распределение:

	-1
	0
	3
	5
	8

	

	

	

	

	




       Для контроля убеждаемся в том, что сумма относительных частот равна единице:






++++=1.

Полигон частот для заданной выборки имеет вид:
[image: ]

Пример 3. При измерении напряжения в электросети получена следующая выборка:
218, 221, 215, 225, 225, 217,
224, 220, 220, 219, 221, 219,
222, 227, 218, 220, 223, 230,
223, 216, 224, 227, 220, 222
(данные выражены в вольтах). Построить гистограмму частот, если число частичных промежутков равно 5.

Решение:  наименьшее значение выборки равно 215, наибольшее — 230.

Находим длину частичных промежутков  . Подсчитываем с учетом кратности число значений выборки, попавших в каждый промежуток.


Для первого промежутка [215; 218) это число равно 3, для второго [218; 221) оно равно 8, для третьего [221; 224) — 6, для четвертого [224; 227) — 5, для пятого [227; 230] — 2. Следовательно, высоты прямоугольников (слева направо), образующих гистограмму, равны По полученным данным строим гистограмму 
[image: ]
Для контроля убеждаемся в том, что площадь гистограммы равна объему выборки:


Пример 4. На основании данных о средней заработной плате работников в области в тыс. руб., которые помещены в интервальный вариационный ряд в таблицу, построить гистограмму распределения частот зарплаты работников:

	Заработная
плата
	1-3
	3-5
	5-7
	7-9
	9-11
	11-13

	Число
Работников


	12
	23
	37
	19
	15
	9



Решение: при построении гистограммы по оси абсцисс откладываются значения изучаемого признака (границы интервалов), а по оси у – соответствующие частоты, в том случае, если интервалы одинаковой величины. Используя мастер диаграмм в MSExcel, получим гистограмму:

Гистограмма распределения частот зарплаты работников

Пример 3. Для выборки    4,5,3,2, 1,2,0,7,7,3    найти выборочную среднюю , выборочную дисперсию S0, исправленную  выборочную дисперсию S.
Решение: объем выборки п = 10. По формуле (5) находим выборочную среднюю:


Чтобы найти выборочную дисперсию, воспользуемся формулой (9). Для этого вычислим среднее квадратов значений выборки: 


Теперь по формуле (9) находим   S0 = 16,6 -3,42= 5,04.   Наконец, используя формулу (10), вычисляем исправленную выборочную дисперсию:



Пример 4.    Для выборки   3,8-1,3,0,5,3,4,3,5 найти выборочную среднюю ,  выборочную дисперсию S0, исправленную  выборочную дисперсию S.
Решение:   статистический ряд для для данной выборки имеет вид
	-1
	0
	3
	5
	8

	2
	1
	4
	2
	1



Объем выборки п=10. Выборочную среднюю найдем по формуле (6):


Вычислим среднее квадратов значений выборки:


Согласно формуле (9) находим выборочную дисперсию:S0 = 15,2-2,82= 7,36.
Для вычисления исправленной выборочной дисперсии воспользуемся формулой (10):


Задания для практического занятия:

            Вариант 1

            1.Для выборки   1,1,2,-5,4,3,3,8,8,1  определите объем и размах. Запишите выборку в виде вариационного ряда и в виде статистического ряда. Найдите выборочное распределение.
                   2. Для выборки, заданной статистическим рядом 
	2
	4
	6
	8

	5
	2
	1
	3


постройте 1) полигон частот; 2) полигон относительных частот;

          3. Для выборки, заданной вариационным рядом -5, -5, 2, 3, 5,10,15, 15, 20, 20, найдите выборочную среднюю ; выборочную дисперсию S0, несмещенную  выборочную дисперсию S. 
4. Произведено выборочное обследование коммерческих фирм по затратам на рекламу, результаты которого представлены в таблице:

	Затраты на рекламу
 (усл. ден. ед.)
	Кол-во фирм

	40-60
60-80
80-100
100-120
120-1404
	4

	
	3

	
	5

	
	6

	
	2



По данным выборочного обследования постройте гистограмму частот, используя мастер диаграмм в MSExcel.

          Вариант 2
          1.Для выборки   -3,1,2,4,3,4,4,1,2,1  определите объем и размах. Запишите выборку в виде вариационного ряда и в виде статистического ряда. Найдите выборочное распределение.
          2. Для выборки, заданной статистическим рядом 
	-1
	1
	3
	7

	1
	3
	4
	2


постройте 1) полигон частот; 2) полигон относительных частот

 3. Для выборки, заданной статистическим рядом

	-1
	1
	3
	5
	7
	9

	2
	2
	1
	3
	1
	1



найдите выборочную среднюю ; выборочную дисперсию S0, несмещенную
выборочную дисперсию S;
4. В результате выборочного обследования коммерческих банков о размере прибыли за год получено следующее распределение:

	Размер прибыли (млн руб.)
	Число банков

	10- 20
20-30
30-40
40-50
 50-60
	5
10
20
15
10



По данным выборочного обследования постройте гистограмму частот, используя мастер диаграмм в MSExcel.
Вариант 3
1.Для выборки   4,8,8,-4,2, 3,2,7,2,2  определите объем и размах. Запишите выборку в виде вариационного ряда и в виде статистического ряда. Найдите выборочное распределение.
2. Для выборки, заданной статистическим рядом 
	0
	3
	7
	9

	2
	4
	1
	3


постройте 1) полигон частот; 2) полигон относительных частот


3. Для выборки, заданной вариационным рядом 2, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 10, 10,  найдите выборочную среднюю ; выборочную дисперсию S0, несмещенную  выборочную дисперсию S;
4. На заводе проведено выборочное обследование выработки деталей рабочими в день. По результатам наблюдений построили вариационный ряд.
	Количество
деталей
	48
	52
	56
	60
	64
	68
	72
	76
	80
	84

	Количество
рабочих
	2
	4
	6
	8
	12
	30
	18
	8
	7
	5



По данным выборочного обследования постройте гистограмму частот, используя мастер диаграмм в MSExcel.

Вариант 4 
1.Для выборки   3,4,5,6,7,2,-4,-2,3,6  определите объем и размах. Запишите выборку в виде вариационного ряда и в виде статистического ряда. Найдите выборочное распределение.
2. Для выборки, заданной статистическим рядом 
	5
	6
	8
	10

	4
	1
	2
	3


постройте 1) полигон частот; 2) полигон относительных частот;
3. Для выборки, заданной статистическим рядом
	0
	2
	4
	6
	8

	1
	3
	2
	1
	3



найдите выборочную среднюю ; выборочную дисперсию S0, несмещенную
выборочную дисперсию S.
4.Выборочные данные декоративных изделий показали отклонения от стандартного размера, которые помещены в вариационный рад:
	Отклонение
	10,2
	10,4
	10,6
	10,8
	11
	11,2
	11,4
	11,6
	11,8
	12

	Количество
изделий
	2
	3
	8
	13
	15
	20
	12
	10
	6
	1



По данным выборочного обследования постройте гистограмму частот, используя мастер диаграмм в MSExcel.
Контрольные вопросы

1.  Что называют: а) генеральной совокупностью; б) выборочной совокупностью; в) объемом выборки?
2. Дайте определение вариационного ряда. Что называют размахом выборки?
3. Как для данной выборки получают статистический ряд и выборочное распределение?
4. Какие графические изображения выборок вы знаете?
5. Чему равна площадь гистограммы относительных частот?
6. Дайте определение выборочных характеристик: а) выборочной средней;  
б) выборочной дисперсии;
7. Как связаны между собой выборочная дисперсия и исправленная  выборочная    дисперсия?
Гистограмма частот
число работников	12	23	37	19	15	9	Средняя зарплата
Частоты


45

oleObject1.bin

oleObject47.bin

image47.wmf
(

)

.

4

3

12

9

=

=

A

р


oleObject48.bin

image48.wmf
(

)

y

x

;


oleObject49.bin

image49.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

6

;

6

5

;

6

4

;

6

3

;

6

2

;

6

1

;

6

...

6

;

2

...

2

;

2

1

;

2

6

;

1

5

;

1

4

;

1

3

;

1

2

;

1

1

;

1


oleObject50.bin

image50.wmf
36

=

n


oleObject51.bin

image51.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

;

5

,

2

;

4

,

3

;

3

,

4

;

2

,

5

;

1


image3.wmf
m

n

А


oleObject52.bin

image52.wmf
5

=

m


oleObject53.bin

image53.wmf
(

)

.

139

,

0

36

5

»

=

A

р


oleObject54.bin

image54.wmf
a


oleObject55.bin

image55.wmf
b


oleObject56.bin

image56.wmf
k


oleObject2.bin

oleObject57.bin

image57.wmf
l


oleObject58.bin

image58.wmf
l

k

-


oleObject59.bin

image59.wmf
(

)

b

l

k

a

l

£

-

£

,


oleObject60.bin

image60.wmf
k

b

a

C

n

+

=


oleObject61.bin

image61.wmf
:

A


image4.wmf
(

)

(

)

(

)

.

1

...

2

1

+

-

-

-

=

m

n

n

n

n

A

m

n


oleObject62.bin

oleObject63.bin

oleObject64.bin

image62.wmf
l

k

-


oleObject65.bin

oleObject66.bin

oleObject67.bin

image63.wmf
l

a

C


oleObject68.bin

image64.wmf
l

k

-


oleObject3.bin

oleObject69.bin

image65.wmf
l

k

b

C

-


oleObject70.bin

image66.wmf
l

k

b

l

a

C

C

m

-

×

=


oleObject71.bin

image67.wmf
(

)

k

b

a

l

k

b

l

a

C

C

C

A

p

+

-

=


oleObject72.bin

image68.wmf
В

А

С

или

В

А

С

U

=

+

=


oleObject73.bin

image69.wmf
В

А

С

I

=


image5.wmf
(

)

.

!

!

m

n

n

A

m

n

-

=


oleObject74.bin

image70.wmf
V

В

А

=

I


oleObject75.bin

image71.wmf
А


oleObject76.bin

image72.wmf
V

А

А

U

А

А

=

=

I

U

,


oleObject77.bin

image73.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

АВ

Р

В

Р

А

Р

В

А

Р

-

+

=

+


oleObject78.bin

image74.wmf
8

,

0

10

8

)

(

=

=

А

Р


oleObject4.bin

oleObject79.bin

image75.wmf
7

,

0

10

7

)

(

=

=

В

Р


oleObject80.bin

image76.wmf
9

,

0

10

9

)

(

=

=

С

Р


oleObject81.bin

image77.wmf
504

,

0

9

,

0

7

,

0

8

,

0

)

(

)

(

)

(

)

(

=

×

×

=

=

С

Р

В

Р

А

Р

АВС

Р


oleObject82.bin

image78.wmf
10

3

)

(

=

А

Р


oleObject83.bin

image79.wmf
9

7

)

(

=

В

Р

А


image6.wmf
(

)

n

n

n

×

-

×

×

=

1

...

3

2

1

!


oleObject84.bin

image80.wmf
30

7

9

7

10

3

=

×


oleObject85.bin

image81.wmf
12

5

)

(

=

А

Р


oleObject86.bin

image82.wmf
11

4

)

(

=

В

Р

А


oleObject87.bin

image83.wmf
10

3

)

(

=

С

Р

АВ


oleObject88.bin

image84.wmf
22

1

10

3

11

4

12

5

=

×

×


oleObject5.bin

oleObject89.bin

image85.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

D

Р

С

Р

В

Р

А

Р

+

+

=


oleObject90.bin

image86.wmf
91

45

)

(

3

15

2

10

1

5

=

×

=

C

C

C

B

P


oleObject91.bin

image87.wmf
91

20

)

(

3

15

1

10

2

5

=

×

=

C

C

C

C

P


oleObject92.bin

image88.wmf
91

2

)

(

3

15

3

5

=

=

C

C

D

P


oleObject93.bin

image89.wmf
91

67

91

2

91

20

91

45

)

(

)

(

)

(

)

(

=

+

+

=

+

+

=

D

Р

С

Р

В

Р

А

Р


image7.wmf
(

)

(

)

(

)

m

n

m

n

m

n

-

-

-

×

×

=

-

1

...

3

2

1

!


oleObject94.bin

image90.wmf
.

9

,

0

,

7

,

0

,

8

,

0

3

2

1

=

=

=

р

р

р


oleObject95.bin

image91.wmf
.

1

,

0

,

3

,

0

,

2

,

0

3

2

1

=

=

=

q

q

q


oleObject96.bin

image92.wmf
994

,

0

1

,

0

3

,

0

2

,

0

1

1

)

(

3

2

1

=

×

×

-

=

-

=

q

q

q

A

p


oleObject97.bin

image93.wmf
)

(

),...,

(

),

(

2

1

A

Р

А

Р

А

Р

n

H

Н

Н


oleObject98.bin

image94.wmf
(

)

2

)

(

)

(

)

(

1

A

P

Н

P

А

Р

i

H

т

i

i

×

=

å

=


oleObject6.bin

oleObject99.bin

image95.wmf
)

(

),...,

(

),

(

2

1

A

Р

А

Р

А

Р

n

H

Н

Н


oleObject100.bin

image96.wmf
(

)

1

)

(

)

(

)

(

)

(

1

A

P

A

P

H

P

H

Р

n

i

H

i

i

A

i

å

=

×

=


oleObject101.bin

image97.wmf
1


oleObject102.bin

image98.wmf
2


oleObject103.bin

image99.wmf
1


image8.wmf
.

1

!

0

!

0

0

0

=

=

A


oleObject104.bin

image100.wmf
2


oleObject105.bin

oleObject106.bin

image101.wmf
1


oleObject107.bin

oleObject108.bin

image102.wmf
1


oleObject109.bin

oleObject110.bin

oleObject7.bin

oleObject111.bin

image103.wmf
2


oleObject112.bin

oleObject113.bin

image104.wmf
1


oleObject114.bin

image105.wmf
2


oleObject115.bin

image106.wmf
3


oleObject116.bin

image9.wmf
n

P


image107.wmf
1


oleObject117.bin

image108.wmf
110

45


oleObject118.bin

image109.wmf
22

9


oleObject119.bin

image110.wmf
2


oleObject120.bin

image111.wmf
110

30


oleObject121.bin

oleObject8.bin

image112.wmf
11

3


oleObject122.bin

image113.wmf
3


oleObject123.bin

image114.wmf
110

35


oleObject124.bin

image115.wmf
22

7


oleObject125.bin

oleObject126.bin

oleObject127.bin

image10.wmf
(

)

!

1

!

!

0

!

!

!

n

n

n

n

n

n

A

P

n

n

n

=

=

=

-

=

=


oleObject128.bin

image116.wmf
1


oleObject129.bin

oleObject130.bin

oleObject131.bin

image117.wmf
2


oleObject132.bin

oleObject133.bin

image118.wmf
3


oleObject134.bin

oleObject9.bin

oleObject135.bin

image119.wmf
,

95

,

0

)

(

1

=

Ŕ

Đ

Í


oleObject136.bin

image120.wmf
02

,

0

)

(

2

=

Ŕ

Đ

Í


oleObject137.bin

image121.wmf
1602

,

0

02372

,

0

95

,

0

004

,

0

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

»

×

=

×

=

А

Р

А

Р

Н

Р

Н

Р

Н

А


oleObject138.bin

image122.wmf
×

3

2


oleObject139.bin

image123.wmf
×

3

1


image11.wmf
!

n

P

n

=


oleObject140.bin

image124.wmf
17

10

68

,

0

6

,

0

3

2

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

=

×

=

=

A

P

A

P

B

P

В

Р

B

А


oleObject141.bin

image125.wmf
)

(

m

Đ

n


oleObject142.bin

image126.wmf
(

)

(

)

)

1

(

.

,...,

2

,

1

,

0

,

n

m

q

p

C

m

X

P

m

P

m

n

m

m

n

n

=

×

×

=

=

=

-


oleObject143.bin

image127.wmf
)!

(

!

!

m

n

m

n

C

m

n

-

=


oleObject144.bin

image128.jpeg




oleObject10.bin

image129.wmf
)

(

m

Р

n


oleObject145.bin

image130.wmf
25

,

0

75

,

0

1

1

=

-

=

-

=

p

q


oleObject146.bin

image131.wmf
30

,

0

25

,

0

75

,

0

!

2

!

4

!

6

)

4

(

2

4

2

4

4

6

6

=

×

=

=

q

р

С

Р


oleObject147.bin

image132.wmf
16

6

2

1

2

1

!

2

!

2

!

4

2

2

2

2

2

4

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

=

q

p

C


oleObject148.bin

image133.wmf
16

5

2

1

2

1

!

3

!

3

!

6

3

3

3

3

3

6

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

=

q

p

C


oleObject149.bin

image12.wmf
(

)

n

m

£

£

0


image134.png




image135.wmf
(

)

(

)

)

2

(

.

,...,

2

,

1

,

0

,

n

m

q

p

C

m

X

P

m

P

m

n

m

m

n

n

=

×

×

=

=

=

-


oleObject150.bin

image136.png




image137.wmf
n

N

m

n

M

N

m

M

m

N

C

C

С

Р

-

-

×

=

,


oleObject151.bin

image138.wmf
m

n

M

N

m

M

C

Ń

-

-

×


oleObject152.bin

image139.wmf
Х


oleObject153.bin

oleObject11.bin

image140.wmf
р


oleObject154.bin

image141.wmf
6

1


oleObject155.bin

image142.wmf
6

1


oleObject156.bin

oleObject157.bin

oleObject158.bin

oleObject159.bin

oleObject160.bin

image13.wmf
m

n

С


image143.wmf
1

3


oleObject161.bin

image144.wmf
2

3


oleObject162.bin

image145.wmf
45

1

)

2

1

/(

9

10

1

0

10

2

2

0

8

=

×

×

=

C

C

C


oleObject163.bin

image146.wmf
45

16

45

2

8

0

10

1

2

1

8

=

×

=

C

C

C


oleObject164.bin

image147.wmf
45

28

45

)

2

1

/(

7

8

0

10

0

2

2

8

=

×

×

=

C

C

C


oleObject165.bin

oleObject12.bin

image148.wmf
!

/

k

e

k

l

l

-


oleObject166.bin

image149.wmf
i

x


oleObject167.bin

image150.wmf
i

р


oleObject168.bin

image151.wmf
2

5

,

1

а


oleObject169.bin

oleObject170.bin

oleObject171.bin

image14.wmf
(

)

(

)

(

)

.

!

1

...

2

1

m

m

n

n

n

n

P

A

C

m

m

n

m

n

+

-

-

×

-

×

=

=


oleObject172.bin

oleObject173.bin

oleObject174.bin

oleObject175.bin

image152.wmf
(

)

.

25

,

1

3

,

0

3

15

,

0

2

25

,

0

1

1

.

0

0

2

,

0

1

=

×

+

×

+

×

+

×

+

×

-

=

X

M


oleObject176.bin

image153.wmf
0

1

=

х


oleObject177.bin

image154.wmf
50

2

=

х


oleObject178.bin

oleObject13.bin

image155.wmf
100

3

=

х


oleObject179.bin

image156.wmf
300

4

=

х


oleObject180.bin

image157.wmf
(

)

(

)

(

)

02

,

0

100

2

300

;

05

,

0

100

5

100

;

1

,

0

100

10

50

=

=

=

=

=

=

=

=

=

X

p

X

p

X

p


oleObject181.bin

image158.wmf
(

)

.

83

,

0

02

,

0

05

,

0

1

,

0

1

0

=

-

-

-

=

=

X

p


oleObject182.bin

image159.wmf
i

х


oleObject183.bin

image15.wmf
(

)

.

!

!

!

m

n

m

n

C

m

n

-

=


image160.wmf
i

p


oleObject184.bin

image161.wmf

oleObject185.bin

image162.wmf
(

)

(

)

.

16

02

,

0

300

05

,

0

100

1

,

0

50

83

,

0

0

руб

X

M

=

×

+

×

+

×

+

×

=


oleObject186.bin

oleObject187.bin

image163.wmf
p


oleObject188.bin

image164.wmf
(

)

X

D


oleObject14.bin

oleObject189.bin

image165.wmf
(

)

9

,

0

4

,

0

2

3

,

0

1

1

,

0

0

2

,

0

1

=

×

+

×

+

×

+

×

-

=

X

M


oleObject190.bin

image166.wmf
(

)

1

,

2

4

,

0

4

3

,

0

1

1

,

0

0

2

,

0

1

2

=

×

+

×

+

×

+

×

=

X

M


oleObject191.bin

image167.wmf
(

)

(

)

(

)

29

,

1

81

,

0

1

,

2

2

2

=

-

=

-

=

X

M

X

M

X

D


oleObject192.bin

oleObject193.bin

image168.wmf
Y


oleObject194.bin

image16.wmf
3

30

A


oleObject195.bin

oleObject196.bin

image169.wmf
(

)

(

)

Y

D

X

D

>


oleObject197.bin

image170.wmf
)

(

)

(

x

D

и

х

М


oleObject198.bin

image171.wmf
i

х


oleObject199.bin

image172.wmf
i

p


oleObject200.bin

oleObject15.bin

image173.wmf
i

у


oleObject201.bin

image174.wmf
i

p


oleObject202.bin

image175.wmf
х

2


oleObject203.bin

oleObject204.bin

oleObject205.bin

oleObject206.bin

oleObject207.bin

image17.wmf
30

=

n


oleObject208.bin

oleObject209.bin

oleObject210.bin

oleObject211.bin

oleObject212.bin

oleObject213.bin

oleObject214.bin

oleObject215.bin

oleObject216.bin

oleObject217.bin

oleObject16.bin

oleObject218.bin

oleObject219.bin

oleObject220.bin

oleObject221.bin

oleObject222.bin

oleObject223.bin

oleObject224.bin

oleObject225.bin

oleObject226.bin

oleObject227.bin

image18.wmf
3

=

m


oleObject228.bin

oleObject229.bin

oleObject230.bin

oleObject231.bin

oleObject232.bin

oleObject233.bin

oleObject234.bin

oleObject235.bin

oleObject236.bin

oleObject237.bin

oleObject17.bin

oleObject238.bin

oleObject239.bin

oleObject240.bin

oleObject241.bin

oleObject242.bin

oleObject243.bin

oleObject244.bin

image176.wmf
ò

¥

-

=

<

=

x

dx

x

f

x

X

P

x

F

)

(

)

(

)

(


oleObject245.bin

image177.wmf
)

(

)

(

x

F

x

f

¢

=


image19.wmf
24360

28

29

30

3

30

=

×

×

=

A


oleObject246.bin

image178.wmf
)

(

)

(

x

X

P

x

F

<

=


oleObject247.bin

image179.wmf
)

(

x

f


oleObject248.bin

image180.wmf
0

)

(

³

x

f


oleObject249.bin

image181.wmf
)

(

x

f


oleObject250.bin

image182.wmf
ò

=

b

a

dx

x

f

1

)

(


oleObject18.bin

oleObject251.bin

image183.wmf
1

)

(

0

£

£

x

F


oleObject252.bin

image184.wmf
(

)

(

)

1

2

x

x

F

>


oleObject253.bin

image185.wmf
2

x


oleObject254.bin

image186.wmf
1

x


oleObject255.bin

image187.wmf
i

x


image20.wmf
720

6

5

4

3

2

1

!

6

6

=

×

×

×

×

×

=

=

P


oleObject256.bin

image188.wmf
0

)

(

1

=

=

x

X

P


oleObject257.bin

image189.wmf
i

x


oleObject258.bin

image190.wmf
)

(

)

(

)

(

a

b

b

a

F

F

x

P

-

=

<

<


oleObject259.bin

image191.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

a

b

b

a

b

a

F

F

x

P

x

P

-

=

£

£

=

<

<


oleObject260.bin

image192.wmf
ò

-

=

b

a

a

b

)

(

)

(

)

(

F

F

dx

x

f


oleObject19.bin

oleObject261.bin

image193.wmf
1

)

(

,

0

)

(

=

+¥

=

-¥

F

F


oleObject262.bin

image194.wmf
¥


oleObject263.bin

image195.wmf
¥

+


oleObject264.bin

image196.wmf
ò

+¥

¥

-

=

1

)

(

dx

x

f


oleObject265.bin

image197.wmf
ò

¥

-

=

x

dx

x

f

x

F

)

(

)

(


image21.wmf
4

25

C


oleObject266.bin

image198.wmf
)

,

(

b

a

¢

¢


oleObject267.bin

image199.wmf
b

b

a

a

£

¢

¢

£

,


oleObject268.bin

image200.wmf
)

,

(

b

a

¢

¢


oleObject269.bin

image201.wmf
ò

¢

¢

=

¢

<

<

¢

b

a

dx

x

f

b

x

a

P

)

(

)

(


oleObject270.bin

image202.wmf
)

(

x

f

y

=


oleObject20.bin

oleObject271.bin

image203.wmf
)

(

x

f

y

=


oleObject272.bin

image204.png
—





image205.wmf
ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

£

-

+

-

£

=

3

1

1

3

1

1

4

3

4

3

,

1

0

)

(

f

p

х

при

х

при

х

х

при

x

F


oleObject273.bin

image206.wmf
4

1

4

3

4

3

4

3

4

3

)

0

(

)

3

1

(

)

3

1

0

(

0

3

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

-

=

=

=

x

x

x

x

F

F

Х

р

p

p


oleObject274.bin

oleObject275.bin

image207.wmf
ï

î

ï

í

ì

£

£

=

4

1

4

2

5

,

0

,

2

0

)

(

f

p

х

при

х

при

х

х

при

x

F


image22.wmf
.

12650

4

3

2

1

22

23

24

25

4

25

=

×

×

×

×

×

×

=

C


oleObject276.bin

image208.wmf
ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

£

£

=

2

1

2

0

sin

,

0

0

)

(

p

p

f

p

х

при

х

при

х

х

при

x

F


oleObject277.bin

image209.wmf
ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

£

£

=

¢

=

2

1

2

0

cos

,

0

0

)

(

)

(

p

p

f

p

х

при

х

при

х

х

при

x

F

x

f


oleObject278.bin

image210.wmf
ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

£

£

=

2

1

2

0

cos

,

0

0

)

(

p

p

f

p

х

при

х

при

х

х

при

x

f


oleObject279.bin

image211.wmf
0

£

x


oleObject280.bin

image212.wmf
0

)

(

=

x

f


oleObject21.bin

oleObject281.bin

image213.wmf
0

0

)

(

=

=

ò

¥

-

x

dx

x

F


oleObject282.bin

image214.wmf
2

0

p

£

x

p


oleObject283.bin

image215.wmf
x

xdx

dx

x

F

x

sin

cos

0

)

(

0

0

=

+

=

ò

ò

¥

-


oleObject284.bin

image216.wmf
2

p

f

x


oleObject285.bin

image217.wmf
1

sin

0

cos

0

)

(

2

0

2

2

0

0

=

=

+

+

=

ò

ò

ò

¥

-

p

p

p

x

dx

xdx

dx

x

F

x


image23.wmf
(

)

(

)

!

1

20

!

1

-

=

+

x

х


oleObject286.bin

oleObject287.bin

image218.wmf
ò

+¥

¥

-

×

=

=

dx

x

f

x

a

X

M

)

(

)

(


oleObject288.bin

image219.wmf
ò

×

=

b

a

dx

x

f

x

X

M

)

(

)

(


oleObject289.bin

image220.wmf
С

х

=


oleObject290.bin

image221.wmf
x

x

f

2

)

(

=


oleObject291.bin

oleObject22.bin

image222.wmf
0

)

(

=

x

f


oleObject292.bin

image223.wmf
х

x

f

b

а

2

)

(

,

1

,

0

=

=

=


oleObject293.bin

image224.wmf
3

2

3

2

2

2

)

(

1

0

3

1

0

2

1

0

=

=

=

×

=

ò

ò

x

dx

х

xdx

x

X

M


oleObject294.bin

image225.wmf
ò

+¥

¥

-

×

-

=

dx

x

f

X

M

x

X

D

)

(

))

(

(

)

(

2


oleObject295.bin

image226.wmf
ò

×

-

=

b

a

dx

x

f

X

M

x

X

D

)

(

))

(

(

)

(

2


oleObject296.bin

image24.wmf
(

)

.

:

8

2

9

3

9

Р

А

А

+


image227.wmf
)

(

)

(

)

(

2

2

Х

М

dx

x

f

x

X

D

b

a

-

×

=

ò


oleObject297.bin

image228.wmf
)

;

0

(

p


oleObject298.bin

image229.wmf
x

x

f

sin

2

1

)

(

=


oleObject299.bin

oleObject300.bin

oleObject301.bin

oleObject302.bin

image230.wmf
2

p

=

х


oleObject23.bin

oleObject303.bin

image231.wmf
2

)

(

p

=

Х

М


oleObject304.bin

image232.wmf
p

=

=

b

а

,

0


oleObject305.bin

oleObject306.bin

image233.wmf
.

2

sin

2

1

)

(

2

0

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

ò

p

p

dx

x

x

X

D


oleObject307.bin

image234.wmf
4

sin

2

0

2

-

=

×

ò

p

p

dx

x

x


oleObject308.bin

image25.wmf
(

)

56

!

2

!

=

-

x

х


image235.wmf
4

8

4

8

2

4

)

4

(

2

1

2

sin

2

1

)

(

2

2

2

2

2

2

0

2

-

=

-

-

=

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

ò

p

p

p

p

p

p

p

dx

x

x

X

D


oleObject309.bin

image236.wmf
)

(

)

(

X

D

x

=

s


oleObject310.bin

image237.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

£

<

£

=

p

p

p

.

1

,

0

,

0

0

)

(

2

2

х

при

х

при

х

х

при

x

F


oleObject311.bin

image238.wmf
ï

î

ï

í

ì

>

<

<

<

=

1

,

1

;

1

0

;

,

0

0

)

(

2

х

х

при

х

х

при

x

F


oleObject312.bin

image239.wmf
ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

>

£

<

£

=

8

9

.

1

,

8

9

0

81

64

,

0

0

)

(

2

х

при

х

при

х

х

при

x

F


oleObject313.bin

oleObject24.bin

image240.wmf
ï

î

ï

í

ì

£

£

-

=

3

1

3

2

)

2

(

,

2

0

)

(

2

f

p

х

при

х

при

х

х

при

x

F


oleObject314.bin

image241.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

£

<

£

=

е

х

при

е

х

при

е

х

х

при

x

F

.

1

,

0

,

0

0

)

(

2

2


oleObject315.bin

image242.wmf
ï

î

ï

í

ì

£

£

=

.

1

1

,

1

0

,

0

0

)

(

2

f

p

х

при

х

при

х

х

при

x

F


oleObject316.bin

image243.wmf
ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

>

£

<

£

=

4

5

.

1

,

4

5

0

25

16

,

0

0

)

(

2

х

при

х

при

х

х

при

x

F


oleObject317.bin

image244.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

£

£

-

=

2

1

,

2

1

2

,

1

0

)

(

2

f

p

х

при

х

при

х

х

х

при

x

F


oleObject318.bin

image26.wmf
(

)

7

16

6

15

7

15

:

C

А

А

-


image245.wmf
?

b

a

äî

îň


oleObject319.bin

image246.wmf
n

n

n

n

n

n

k

...

,

,

2

1


oleObject320.bin

image247.wmf
1

...

2

1

=

+

+

+

n

n

n

n

n

n

k


oleObject321.bin

image248.wmf
n

n

1


oleObject322.bin

image249.wmf
n

n

2


oleObject323.bin

oleObject25.bin

image250.wmf
n

n

3


oleObject324.bin

image251.wmf
n

n

i


oleObject325.bin

image252.wmf
n

n

k


oleObject326.bin

oleObject327.bin

oleObject328.bin

oleObject329.bin

oleObject330.bin

image27.wmf
2

2

2

2

x

x

x

A

С

=

-

+


image253.wmf
h

s

i


oleObject331.bin

image254.wmf
h

s

i


oleObject332.bin

image255.wmf
h

w

i


oleObject333.bin

image256.wmf
å

=

-

=

+

+

+

=

n

i

i

n

x

n

n

х

х

х

х

1

2

1

1

...


oleObject334.bin

image257.wmf
å

=

=

+

+

+

=

k

i

i

i

k

k

x

n

n

n

x

n

x

n

x

n

х

1

2

2

1

1

__

1

...


oleObject335.bin

oleObject26.bin

image258.wmf
å

=

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

n

i

i

n

x

x

n

n

x

x

x

x

x

x

S

1

2

2

2

2

2

1

0

1

...


oleObject336.bin

image259.wmf
å

=

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

k

i

i

k

k

k

x

x

n

n

n

x

x

n

x

x

n

x

x

n

S

1

2

2

2

2

2

2

1

1

0

1

...


oleObject337.bin

image260.wmf
2

2

1

1

2

2

2

0

)

(

)

(

)

(

1

1

-

-

=

=

-

-

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

å

å

x

x

x

х

n

x

x

n

S

n

i

n

i

i

i


oleObject338.bin

image261.wmf
0

1

S

n

n

S

-

=


oleObject339.bin

image262.wmf
å

=

-

-

-

=

n

i

i

x

x

n

S

1

2

)

(

1

1


oleObject340.bin

image28.wmf
).

(

:

12

20

8

8

20

С

Р

А

×


image263.wmf
10

2


oleObject341.bin

image264.wmf
10

1


oleObject342.bin

image265.wmf
10

4


oleObject343.bin

image266.wmf
10

2


oleObject344.bin

image267.wmf
10

1


oleObject345.bin

oleObject27.bin

oleObject346.bin

oleObject347.bin

oleObject348.bin

oleObject349.bin

oleObject350.bin

image268.png




image269.wmf
3

5

215

230

=

-

=

h


oleObject351.bin

image270.wmf
3

2

,

3

5

,

2

,

3

8

,

1


oleObject352.bin

image29.wmf
75

15

2

1

2

5

=

-

+

x

x

C

С


image271.png




image272.wmf
24

3

2

3

5

2

3

8

1

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

+


oleObject353.bin

image273.wmf
-

х


oleObject354.bin

image274.wmf
4

,

3

10

3

7

7

2

1

2

3

5

4

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

-

х


oleObject355.bin

image275.wmf
6

,

16

10

3

7

7

2

1

2

3

5

4

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

__

2

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

х


oleObject356.bin

oleObject28.bin

image276.wmf
6

.

5

04

,

5

9

10

=

×

=

S


oleObject357.bin

oleObject358.bin

image277.wmf
8

,

2

10

8

1

5

2

3

4

)

1

(

2

__

=

×

+

×

+

×

+

-

=

х


oleObject359.bin

image278.wmf
2

,

15

10

8

1

5

2

3

4

)

1

(

2

)

(

2

2

2

2

___

2

=

×

+

×

+

×

+

-

=

х


oleObject360.bin

image279.wmf
18

,

8

36

,

7

9

10

=

×

=

S


oleObject361.bin

image280.wmf
__

х


image30.wmf
3

8

4

9

5

A

C

P

-

×


oleObject362.bin

oleObject363.bin

oleObject364.bin

oleObject365.bin

oleObject29.bin

image31.wmf
А


oleObject30.bin

image32.wmf
n


oleObject31.bin

image33.wmf
A


oleObject32.bin

image34.wmf
m


oleObject33.bin

image35.wmf
n

m


oleObject34.bin

oleObject35.bin

image36.wmf
A


oleObject36.bin

image1.jpeg




oleObject37.bin

image37.wmf
A


oleObject38.bin

image38.wmf
(

)

A

p

p

=


oleObject39.bin

image39.wmf
{

}

n

A

A

A

U

,...,

,

2

1

=


oleObject40.bin

image40.wmf
n

A

A

A

,

...

,

,

2

1


oleObject41.bin

image41.wmf
(

)

n

m

A

р

=


image2.wmf
(

)

n

m

£

£

0


oleObject42.bin

image42.wmf
(

)

1

0

£

£

A

р


oleObject43.bin

image43.wmf
(

)

1

=

U

р


oleObject44.bin

image44.wmf
(

)

1

=

=

=

n

n

n

m

U

р


oleObject45.bin

image45.wmf
(

)

,

0

=

V

р


oleObject46.bin

image46.wmf
(

)

.

0

0

=

=

=

n

n

m

V

р


